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RESUMO. Neste trabalho, os conceitos de produto funcional de grafos e coloração total equilibrada foram
utilizados para propor um modelo de conexão entre sistemas multiagentes. Mostramos como gerar uma
famı́lia de grafos regulares que admite coloração de vértice com folga � com � + 1 cores, denominada
grafos harmônicos. Esse resultado demonstra que esses grafos dispõem de uma estrutura escalável e recur-
siva, pois a partir de uma instância básica inicial, pode-se expandir dinamicamente sua forma, mantendo-se
propriedades como conexidade e regularidade. Finalizamos apresentando um modelo de conexão entre
sistemas multiagentes (SMA), com a utilização dos grafos harmônicos como suporte para construção de
topologias de rede overly P2P para a comunicação entre estes sistemas.

Palavras-chave: produto funcional de grafos, grafos harmônicos, sistemas multiagentes.

1 INTRODUÇÃO

Diversos campos da matemática empregam, de alguma forma, a noção de produto, um conceito
que permite a combinação ou a decomposição de suas estruturas elementares. Na teoria de grafos
existem vários tipos de produtos, e entre eles, destacamos o produto cartesiano, o produto forte,

o produto direto e o produto lexigráfico [5], cada um com seu próprio conjunto de aplicações e
interpretação teórica. Neste artigo o assunto central abordado é o produto funcional de grafos,
uma generalização do produto cartesiano de grafos, introduzido em 2011 por Lozano, Siqueira
& Jurkiewicz [16] para auxiliar na construção dos grafos harmônicos.
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E-mail: asiqueira@unigranrio.edu.br
3Programa de Doutorado em Engenharia de Produção da COPPE/UFRJ. Escola de Ciências, Educação, Letras, Artes e
Humanidades da UNIGRANRIO, Grupo de Pesquisa em Matemática Discreta e Computacional.
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342 PRODUTO FUNCIONAL DE GRAFOS E SISTEMAS MULTIAGENTES

Historicamente os grafos produto, mais especificamente, os grafos produto cartesiano foram lar-

gamente empregados como topologia de redes de interconexão. Topologias clássicas como, ma-
lha, hiper-estrela, estrela-cubo, hipercubo e toro são obtidas através do produto cartesiano de
grafos. Atualmente, o conceito de redes de interconexão (estruturas fı́sicas) não tem a mesma

relevância de tempos atrás, entretanto, o conceito de sistemas multiagentes (SMA), no qual dois
ou mais agentes trabalham em conjunto de forma a desempenhar determinadas tarefas, vem ga-
nhando cada vez mais espaço e aplicabilidade [6, 14]. É sobre este tripé (produto funcional de

grafos, grafos harmônicos e sistemas multiagentes) que este trabalho se apoia.

Entende-se aqui por conexão de sistemas multiagentes a ligação entre dois ou mais sistemas
multiagentes, de modo que agentes de um SMA possam comunicar-se com agentes de outro
SMA, possibilitando acesso à serviços, compartilhamento de recursos e garantindo o trabalho

em conjunto.

Neste artigo provamos que o produto funcional de grafos permite construir grafos harmônicos,
a partir de qualquer grafo regular. Mostramos que a famı́lia dos grafos harmônicos oferecem
vantagens na sua implementação como topologia de rede overly P2P para comunicação en-

tre SMA. Mostramos também que o conceito de coloração total equilibrada pode ser utilizado
para elaborar algoritmos paralelos que independem da topologia da rede. Por fim, propomos um
modelo de conexão entre SMA, mediante a utilização dos grafos harmônicos como suporte para a

construção destas topologias. Assim, as principais contribuições deste trabalho são o teorema 3.4,
o colorário 3.1 e a aplicação do produto funcional de grafos na conexão entre SMA.

Este texto está organizado da seguinte forma: na seção 2 apresentamos o conceito de produto
funcional de grafos. A seção 3 aborda a construção dos grafos harmônicos. Na seção 4 adentra-

mos no aspecto computacional, discutimos os conceitos de agentes, sistemas multiagentes e as
vantagens da implementação de um sistema de comunicação peer-to-peer na comunicação dos
agentes de um SMA. Na seção 5 propomos um modelo de conexão entre SMA com a utilização

dos grafos harmônicos, e na seção 6, fazemos as considerações finais.

2 PRODUTO FUNCIONAL DE GRAFOS

Conceitos introdutórios sobre grafos e coloração podem ser encontrados em [2] e [20]. Conceitos
mais especı́ficos sobre coloração, tais como coloração total equilibrada e coloração com folga de

ordem k, podem ser vistos em [9] e [4], respectivamente. Para as definições de produto cartesiano
de grafos, utilizamos [15] e [18]. A seguir, apresentamos o conceito de produto funcional de
grafos que também pode ser encontrado em [8] e [16]. Para melhor entendimento desta seção, se

fazem necessárias algumas definições e notações iniciais.

2.1 Definições e notações iniciais

• �(G) ou � se não houver ambiguidade, denota o grau máximo do grafo G;

• F(X) denota o conjunto de todas as bijeções de X em X ;

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)
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• D(G) denota o digrafo obtido pela substituição de cada aresta uv do grafo G pelos arcos

(u, v) e (v, u), mantendo o mesmo conjunto de vértices;

• D denota o conjunto dos digrafos que satisfazem as seguintes condições:

1. (u, v) é um arco do digrafo se, e somente se, (v, u) também é um arco do digrafo,

2. Não existem dois arcos iguais.

• Se
−→
G ∈ D, G(

−→
G ) denota o grafo obtido pela substituição de cada par de arcos (u, v) e

(v, u) de
−→
G pela aresta uv, mantendo o mesmo conjunto de vétices;

• Kn denota o grafo completo de n vértices.

Definição 2.1. Os digrafos
−→
G 1(V1, E1) e

−→
G 2(V2, E2) são ditos funcionalmente ligados pelas

aplicações f1 : E1 → F(V2) e f2 : E2 → F(V1) se f1 e f2 são tais que:

1. Para todo arco (u, v) ∈ E1 se (v, u) ∈ E1, então f1((u, v)) = ( f1((v, u)))−1 ,

2. Para todo (x, y) ∈ E2 se (y, x) ∈ E2, então f2((x, y)) = ( f2((y, x)))−1 ,

3. Para todo par de arcos (u, v) ∈ E1 e (x, y) ∈ E2, tem-se que f2((x, y))(u) �= v ou

f1((u, v))(x) �= y.

As aplicações f1 e f2 são denominadas aplicações de ligação.

Definição 2.2. Sejam dois grafos G1(V1, E1) e G2(V2, E2). Se D(G1) e D(G2) são funcional-
mente ligados pelas aplicações f1 : E(D(G1)) → F(V2) e f2 : E(D(G2)) → F(V1), então os

grafos G1(V1, E1) e G2(V2, E2) são ditos funcionalmente ligados pelas mesmas aplicações.

Definição 2.3. Sejam
−→
G 1(V1, E1) e

−→
G 2(V2, E2) digrafos funcionalmente ligados pelas aplica-

ções f1 : E1 → F(V2) e f2 : E2 → F(V1). O produto funcional do digrafo
−→
G 1 pelo digrafo−→

G 2 segundo as aplicações f1 e f2 , denotado por (
−→
G 1, f1)× (

−→
G 2, f2), é o digrafo

−→
G∗(V ∗, E∗)

definido por:

• V ∗ = V1 × V2.

• ((u, x), (v, y)) ∈ E∗ se, e somente se, uma das seguintes condições for verdadeira:

1. (u, v) ∈ E1 e f1((u, v))(x) = y

2. (x, y) ∈ E2 e f2((x, y))(u) = v.

Definição 2.4. Sejam G1(V1, E1) e G2(V2, E2) grafos funcionalmente ligados pelas aplicações
f1 : E(D(G1)) → F(V2) e f2 : E(D(G2)) → F(V1). O produto funcional do grafo G1 pelo

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)
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grafo G2, denotado por (G1, f1) × (G2, f2), é o grafo G(
−→
G∗(V ∗, E∗)), sendo

−→
G∗(V ∗, E∗) =

(D(G1), f1) × (D(G2), f2).

As Figuras 1, 2 e 3 apresentam o produto funcional entre dois caminhos P3, segundo as apli-
cações f1 e f2. Observe que a Figura 1 faz referência as definições 2.1 e 2.2, enquanto que as

Figuras 2 e 3 ilustram as definições 2.3 e 2.4, respectivamente.

Figura 1: Grafos G1 e G2, seus respectivos digrafos e as aplicações f1 e f2.

Figura 2: Produto funcional entre os digrafos D(G1) e D(G2), segundo f1 e f2.

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)



�

�

“main” — 2016/12/3 — 11:26 — page 345 — #5
�

�

�

�

�

�

LOZANO, SIQUEIRA, MATTOS e JURKIEWICZ 345

Figura 3: Produto funcional entre os grafos G1 e G2, segundo f1 e f2.

3 GRAFOS HARMÔNICOS

Nessa seção apresentamos as principais contribuições deste trabalho, o teorema 3.4 e o co-
lorário 3.1 que permitem construir grafos harmônicos, a partir do produto funcional de grafos.

Para melhor compreensão desses resultados, enunciamos em 3.1 um teorema de Petersen, des-
crito em [20] e outros dois resultados apresentados em [4] e [16], respectivamente, que garantem
a extensão de uma coloração com folga de ordem � para uma coloração total e equilibrada.

Definição 3.1. Dado um grafo G(V , E), um conjunto de cores C = {c1, c2, c3 . . . cp}; com

p ∈ N e um número natural k, tal que k ≤ �(G). Uma aplicação f : V → C é uma coloração
de vértices com folga de ordem k de G, se para todo v ∈ V tem-se que d(v) < k, então
|c(N(v))| = d(v), caso contrário, |c(N(v))| ≥ k, sendo |c(N(v))| a cardinalidade do conjunto

de cores da vizinhança de v [4].

Definição 3.2. Um grafo G(V , E) regular é dito harmônico, se admite uma coloração de
vértices com folga � com � + 1 cores [16].

Teorema 3.1. Se G(V , E) é um grafo 2k-regular então G é 2-fatorizavel [20].

Teorema 3.2. Sejam G(V , E) um grafo e c : V → C = {1, 2, 3, . . . , k}, k ∈ N, k ≥ � + 1,
uma coloração com folga � dos vértices de G. Então, existe uma coloração total de G com no
máximo k + 1 cores [4].

Teorema 3.3. Sejam G(V , E) um grafo regular e c : V → C = {1, 2, 3, . . . , � + 1} uma

coloração com folga � dos vértices de G. Então, a extensão natural de c a G, é uma coloração
total equilibrada [16].

A coloração obtida pela técnica utilizada na prova do teorema 3.2 é denominada extensão natu-
ral de uma coloração com folga de ordem � [16].

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)
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Teorema 3.4. Para todo grafo regular G e seu complemento G∗ existem aplicações de ligação

f1 e f2 , tais que (G, f1) × (G∗, f2) é um grafo harmônico.

Demonstração. Inicialmente observe que para todo grafo regular G tem-se que �(G) ou
�(G∗) é par. De fato, se �(G) é ı́mpar, então n = |V (G)| é par, logo �(Kn) é ı́mpar e como
�(Kn) = �(G) + �(G∗), então �(G∗) é par. Suponhamos inicialmente que �(G∗) é par.
Pelo teorema 3.1 existe uma decomposição em 2-fatores de G∗ e cada 2-fator têm associada

uma bijeção. Para todo 2-fator F substituı́mos cada ciclo por um ciclo orientado e definimos a
aplicação b : V (F) → V (F), tal que se (u, v) ∈ E(F), então b(u) = v. Claramente b é uma
bijeção. A aplicação f2 associa a bijeção b a cada arco do ciclo, no ciclo em sentido inverso

associamos a bijeção inversa. No grafo G a aplicação f1 associa a identidade a todos os pares de
arcos associados às arestas. Agora se V (G) = {v1, v2, . . . , vp} a cada vértice na forma (x, vp)

damos a cor p. Por construção, a coloração obtida em (G, f1) × (G∗, f2) é uma coloração com

folga � com � + 1 cores. Se �(G∗) é ı́mpar, então �(G) é par, logo basta trocar as posições de
G and G∗ no raciocı́nio anterior para obter o resultado desejado. Logo, (G, f1) × (G∗, f2) é um
grafo harmônico. �

Corolário 3.1. Sejam G e G∗ um grafo regular e seu complemento. Se �(G∗) é par, então para

qualquer grafo G′, tal que �(G∗) = �(G′) existem aplicações de ligação f1 e f2 , tais que
(G, f1) × (G′, f2) é um grafo harmônico.

Demonstração. Basta observar que tanto G∗ como G′ se decompõem na mesma quantidade
de 2-fatores, logo o resultado pretendido decorre da mesma argumentação utilizada na prova do
teorema 3.4. �

4 SISTEMAS MULTIAGENTES

De acordo com Russel & Norvig [14] “um agente é tudo o que pode ser considerado capaz de
perceber seu ambiente por meio de sensores e de agir sobre esse ambientes por intermédio de
atuadores”. Segundo Lesser [6] “Um SMA é um sistema computacional em que dois ou mais

agentes interagem ou trabalham em conjunto, de forma a desempenhar determinadas tarefas ou
satisfazer um conjunto de objetivos”.

Diante da natureza distribuı́da dos sistemas multiagentes, Reis [12] destaca como ponto essencial
na construção de sociedades de agentes, a capacidade de coordenar as interações e a autonomia

nas ações dos diferentes agentes do SMA. O autor também aponta que “para que um agente
possa operar como parte do sistema, é necessário a existência de uma infraestrutura que permita
a comunicação e/ou interação entre os agentes que compõem o SMA”.

Nesse sentido, Freitas [3] realizou um estudo sobre a comunicação em sistemas multiagentes para

tratamento de regiões da Web e apresentou uma série de vantagens na implementação do modelo

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)



�

�

“main” — 2016/12/3 — 11:26 — page 347 — #7
�

�

�

�

�

�

LOZANO, SIQUEIRA, MATTOS e JURKIEWICZ 347

peer-to-peer na comunicação entre os agentes de um SMA. O autor considera que o modelo

peer-to-peer é caracterı́stico de sistemas multiagentes, por ser mais expressivo e abrangente que
o modelo cliente-servidor.

Um sistema peer-to-peer implementa uma rede abstrata sobreposta (overlay) em cima da topo-
logia de rede. A rede overlay é uma rede “virtual”, e os peers são conectados uns aos outros

através de conexões lógicas, na qual todos devem cooperar entre si, disponibilizando parte dos
seus recursos em prol da realização de um determinado serviço [1]. O objetivo de um sistema
peer-to-peer (P2P) é compartilhar recursos computacionais através de comunicação direta entre

seus componentes, assim qualquer dispositivo pode acessar diretamente os recursos de outros
dispositivos do sistema, sem nenhum controle centralizado [1].

Atualmente encontramos diversas topologias implementando redes overlays em sistemas P2P,
por exemplo, o Pastry [13] e o Tapestry [19] são baseados na malha; o Chord [17] implementa

a topologia de anel, a Edutella [10] utiliza uma arquitetura baseada no hipercubo e o CAN [11]
o toro d-dimensional. Pode-se observar que, exceto quanto a topologia em anel, todas as demais
são geradas pelo produto cartesiano de grafos, fato que corrobora com a ideia de implementar

uma rede overlay em sistemas P2P baseada nos grafos harmônicos.

5 CONEXÃO ENTRE SISTEMAS MULTIAGENTES

Nesta seção, propomos um modelo de conexão entre SMA, mediante a utilização dos grafos
harmônicos como suporte na construção de topologias de rede overly P2P para comunicação

entre estes sistemas.

Os motivos para se ampliar uma estrutura computacional vão desde a abertura de um novo setor
de uma empresa à necessidade de compartilhar servidores interligados a internet para suprir a
demanda de vendas online durante o lançamento de um produto ou em datas especiais, como no

Natal, por exemplo.

No modelo proposto, cada vértice do grafo representa um peer e cada peer representa um agente
do SMA, consequentemente, um grafo representa uma rede overlay P2P, que por sua vez repre-
senta um sistema multiagente.

Como o produto funcional de dois grafos regulares é um grafo regular [8], tanto o teorema 3.4,
quanto o colorário 3.1 podem ser usados reiteradamente para expandir (ou conectar) a topologia
inicial, de forma semelhante ao que acontece com o hipercupo, através do produto cartesiano de
grafos.

Para ilustrar o processo de construção do grafo harmônico (topologia resultante da conexão dos
SMA) destacamos o exemplo apresentado na Figura 4, onde pretende-se conectar três sistemas
multiagentes. Como cada SMA é formado por cinco agentes, pode-se utilizar o colorário 3.1, de
modo que um grafo C5 represente a topologia de cada SMA que se deseja conectar, e um grafo

C3 caracterize a conexão entre os três sistemas multiagentes. A Figura 5 mostra a contrução do
grafo harmônico a partir da aplicação do colorário 3.1 nos grafos C5 e C3.

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)
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Ambiente

AgenteSMA

Comunicação

Esfera de atuação do 
Agente 

Ambiente

Como fazer? 

Figura 4: Estrutura de três SMA (esquerda); Conexão entre os três SMA (direita). Adaptado de

Reis [12].
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Figura 5: Processo de construção de um grafo harmônico colorido com folga 4 com 5 cores.

Agora basta aplicar os teoremas 3.2 e 3.3 no grafo harmônico resultante para obtermos uma

coloração total e equilibrada com no máximo � + 2 cores. A partir do conceito de coloração
total equilibrada é possı́vel oferecer uma representação natural para o processamento paralelo.

5.1 Algoritmo paralelo de Troca Completa

Em um algoritmo que envolve troca completa de informações, cada processador possui uma
informação e é necessário que todos os processadores conheçam todas as informações. Embora
o processamento distribuı́do tenha vantagens significativas, apresenta como limitações o fato

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)
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da programação geralmente ser feita de forma sequencial e os algoritmos em paralelo serem

especı́ficos para cada topologia.

O ideal seria gerar algoritmos comuns a todas as topologias ou paralelizar automaticamente al-
goritmos sequenciais. Nesse ponto de vista, o algoritmo proposto não é necessariamente ótimo,
mas mostra que é possı́vel criar algoritmos que independem da topologia usando a coloração

total equilibrada.

Algoritmo 1: Troca Completa de Informações
Entrada:

Variáveis: k: inteiro (número total de cores necessárias)
x[k]: array de cor
aux: cor

início
Passo 1: Criar uma coloração total equilibrada do grafo
para i = 1 a k faça

x[i] = i
fim

fim
início

Passo 2:
para i = 1 a k faça

Transmitir a informação por qualquer aresta com a cor i, na
direção do vértice cuja a cor tem o maior índice no array x

fim
fim
início

Passo 3:
aux: x[k]
para i = k descendo até 1 faça

x[i] = x[i− 1]
x[1] = aux

fim
fim
início

Passo 4:
repita

os passos 2 e 3
até até que todos os processadores recebam todas as informações;

fim

As Figuras 6, 7 e 8 detalham o funcionamento do algoritmo. O grafo corresponde a topologia
do SMA, a numeração dos vértices e arestas indicam a coloração total e equilibrada do grafo
(passo 1) e as letras acima dos vértices representam as informações contidas nesses vértices

(agentes).

Vale ressaltar, que a implementação de topologias que admitem uma coloração total equilibrada
pode tornar o processamento mais eficiente, pois permite uma divisão natural dos recursos da

rede, onde pelo menos
t

� + 2
processadores ou conexões podem ser usados simultaneamente,

sendo t o número de elementos do grafo associado à rede, isto é, número de vértices mais número
de arestas e � o grau máximo do grafo.

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)
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(a) 1◦ Passo (b) 2◦ Passo

Figura 6: Passo-a-passo do Algoritmo (posição original).

(a) 3◦ Passo (b) 2◦ Passo

Figura 7: Passo-a-passo do Algoritmo (1a troca).

(a) 3◦ Passo (b) 2◦ Passo

Figura 8: Passo-a-passo do Algoritmo (4a troca).

Além disso, uma coloração total e equilibrada obtida pela extensão natural de uma coloração

com folga de ordem � com � + 1 cores assegura que para qualquer vértice v, todos os vértices
vizinhos são coloridos com cores distintas. No caso do grafo ter grau máximo par, a coloração
total equilibrada obtida também é feita com � + 1 cores [16], fato que garante a topologia

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 3 (2016)
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uma otimização no processamento, pois em todo dado momento ou o processador (vértice cor

i) está executando uma tarefa ou ele está recebendo informações de um dos seus vizinhos por
uma de suas ligações (aresta cor j ), ou seja, em cada instante todo processador do sistema está
sendo acionado. Nesse sentido, o uso de algoritmos baseados na coloração total equilibrada não

permite a existência de processadores ociosos em nenhum passo de computação.

Não é difı́cil verificar que topologias como a malha, o hipercubo e o toro nem sempre admitem
uma coloração de vértices com folga � com �+1 cores. Em contrapartida, dentre as topologias
obtidas por meio do produto cartesiano, o hipercubo é a mais escalável e a única que permite

um crescimento recursivo conservando sua estrutura original. Sob essa perspectiva, os grafos
harmônicos além de serem escaláveis e possuı́rem uma estrutura recursiva, apresentam como
vantagem o fato de admitirem uma coloração total e equilibrada obtida pela extensão natural de

uma coloração com folga de ordem � com � + 1 cores.

6 CONCLUSÕES

Os resultados apresentados neste texto mostram que o produto funcional permite construir uma
famı́lia de grafos que admitem uma coloração de vértices com folga � com � + 1 cores. Por
outro lado, através do produto funcional pode-se expandir dinamicamente essas estruturas, au-

mentando ou diminuindo o números de vértices conectados, mantendo propriedades como cone-
xidade e regularidade. Ressaltamos ainda que a partir do conceito de coloração total equilibrada
a confecção de algoritmos paralelos pode ser feita de maneira genérica, garantindo uma divisão

natural dos recursos de uma rede de conexões. Por fim, mostramos que os grafos harmônicos
podem servir como suporte na construção de topologias de rede overly P2P para comunicação
entre sistemas multiagentes, bastando para isso optar pela técnica adequada.

ABSTRACT. In this work, concepts the functional product of graphs and total equitable colo-

ring were used to propose a connection model of multi-agent systems. We show how generate

a family of regular graphs that allows vertex coloring handily � with � + 1 colors, called

harmonics graphs. This result shows that these graphs have a scalable and recursive structure

because from an initial basic instance, you can dynamically expand their form, keeping pro-

perties such as connectivity and regularity. Finally, we present a connection model of between

multiagent system (MAS), using the harmonics graphs as support of construction of network

topologies overly P2P for communication between these systems.

Keywords: functional product of graphs, harmonics graphs, multi-agent systems.
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