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Tendências em Matemática Aplicada e Computacional, 16, N. 1 (2015), 3-15
© 2015 Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional
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RESUMO. O modo de operação batelada alimentada é reconhecido por amenizar os efeitos de inibição
causados pelo produto e pelo substrato no processo de fermentação alcoólica. A otimização dinâmica deste
processo para fins de maximização da sua produtividade, através do controle da vazão de alimentação do
substrato, caracteriza um problema de controle ótimo singular de difı́cil solução devido a flutuação do
ı́ndice diferencial. Neste trabalho, este problema de otimização é resolvido usando o Algoritmo de Colônia
de Morcegos, técnica bio-inspirada na natureza que se fundamenta no comportamento social de colônias
de morcegos. Os resultados obtidos com este algoritmo são comparados a uma estratégia utilizada para a
transformação do problema original em um de identificação de fases de ı́ndice diferencial flutuante e de
tempos de transição entre elas. Na aplicação proposta são consideradas restrições na produtividade, na
variável de controle e no volume do fermentador, para operação com tempo livre. São analisadas o efeito
das restrições operacionais e das condições iniciais sobre os perfis ótimos.

Palavras-chave: controle ótimo singular, fermentação alcoólica, algoritmo de colônia de morcegos.

1 INTRODUÇÃO

Nos últimos anos, os investimentos em processos para a produção de etanol como alternativa aos
combustı́veis à base de petróleo tem aumentado significativamente devido à razões econômicas
e ecológicas. Neste contexto, a modelagem matemática do processo de fermentação batelada

alimentada para a produção de etanol a partir de Saccharomyces cerevisae caracteriza um pro-
blema de grande interesse na engenharia quı́mica. Isto se deve, dentre outros aspectos, aos efeitos
inibitórios provocados por altas concentrações de produto e de substrato e por caracterizar um

problema de controle ótimo com ı́ndice diferencial flutuante [13, 14]. Matematicamente, o com-
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4 CONTROLE ÓTIMO DA FERMENTAÇÃO ALCOÓLICA USANDO COMPUTAÇÃO BIO-INSPIRADA

portamento dinâmico deste processo pode ser representado pelas seguintes equações de balanço

de massa [1, 4, 7, 8]:

dx

dt
= xμ− u

x

V
x(0) = xo (1.1)

ds

dt
= −x

μ

Yxs
+ u

(
si − s

V

)
s(0) = so (1.2)

dp

dt
= xε − u

p

V
p(0) = po (1.3)

dV

dt
= u V (0) = Vo (1.4)

μ = μo

1 + p
K p

s

Ks + s
(0 g/L ≤ s ≤ 120 g/L) (1.5)

ε = εo

1 + p
K p1

s

Ks1 + s
(0 g/L ≤ p ≤ 80 g/L) (1.6)

onde x, s e p são as concentrações de células, substrato e produto, respectivamente. xo, so e po

representam as concentrações de células, substrato e produto no inı́cio do processo (instante de
tempo t igual a zero), respectivamente. u é a vazão volumétrica, si é a concentração da corrente
de substrato alimentado, V é o volume do fermentador, Yxs é o coeficiente de rendimento, μ é a

taxa de crescimento especı́fica e ε é a produtividade especı́fica. Já Ks , Ks1, K p, K p1, μo e εo

são parâmetros cinéticos referentes ao modelo de massa apresentado.

Do ponto de vista de controle, a trajetória ótima da variável de controle que maximiza a produção
de etanol (pV ) consiste de arcos não singulares e singulares, caracterizando um Problema de

Controle Ótimo Singular (PCOS), para o qual a sequência de arcos e os tempos nos quais
ocorre a transição entre eles (eventos ou switching times) têm que ser determinados. Na li-
teratura, inúmeras metodologias tem sido propostas para a resolução deste problema. Hong
[8], aplicando a transformação de Kelly para diminuir a dimensão do modelo, obteve uma ex-

pressão analı́tica para a condição de conjunção entre os arcos singulares e não singulares, anali-
sando o efeito das condições iniciais sobre a trajetória ótima. Segundo o autor, a pouca precisão
das equações cinéticas para μ e ε seria responsável pela obtenção do rendimento em produto

igual a 0,73, superior ao rendimento teórico da formação de etanol a partir de glicose (Yps)
(C6H12O6→2C2H6O2+2CO2) para o Shaccaromyces cerevisae, que é 0,51. Para concentrações
iniciais altas de substrato (>100 g/L), o perfil ótimo de u consistiu de uma vazão mı́nima se-

guida por um perfil singular. Os eventos foram obtidos pela aplicação do Princı́pio do Mı́nimo
de Pontryagin [3], como funções das variáveis de estado e dos parâmetros cinéticos. A aborda-
gem utilizada por estes autores obtém a solução do problema singular a partir da solução de um

problema semi singular. Modak et al. [17], admitindo que a formação de produto ocorre após o
crescimento celular, propuseram uma transformação do vetor de estados que resultou num pro-
blema de controle não singular e mostraram que a sequência ótima geral é definida por: máxima

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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LOBATO 5

alimentação, batelada, singular e batelada, e que casos particulares dependem das formas mo-

notônicas ou não monotônicas das taxas especı́ficas de crescimento, de formação de produto
e das condições iniciais. Entretanto, segundo Modak & Lim [18], a incorporação explı́cita de
restrições fı́sicas e a não monotonicidade da taxa especı́fica de crescimento podem limitar a

aplicação desta estratégia.

O ponto de vista algébrico-diferencial foi incorporado na obtenção da estratégia de controle
on-off por Chen & Hwang [4], aliado à utilização da transformação de Kelly. Fu & Barford [7]
incorporaram uma restrição na produtividade especı́fica ε para atender à estequiometria da reação

e obtiveram uma solução ótima não singular pela aplicação do princı́pio de Pontryagin, que
resultou num problema de valor no contorno em dois pontos. Com isto, foram evitados valores
de concentração de etanol superiores ao teórico possı́vel (76,65 g/L nas condições analisadas).

Isto pode ser constatado na Tabela 1, que mostra resultados obtidos por vários autores e na qual
fica evidente que, com exceção do caso E, todos os demais não consideram esta limitação fı́sica.
Por outro lado, para todos eles o tempo de fermentação é excessivo, seja para tempos fixos ou

livres.

Tabela 1: Comparação entre soluções ótimas obtidas com e sem restrição na produtividade.

Caso Tempo (h) x (g/L) p (g/L) pV (g) Referência

A 59,05 14,8 105,00 21000,0 [8]
B 54,00 14,5 100,37 20073,2

[4]
C 50,00∗ 15,0 99,98 19996,2

D 56,00 15,0 105,70 21140,2
[7]

E 50,67 15,0 75,68 15132,0
F 63,00∗ – 101,78 20355,0 [22]

∗ Tempo fixo.

Durante décadas, a resolução do PCOS ficou restrita ao uso de métodos determinı́sticos, a sa-
ber, métodos diretos, indiretos e hı́bridos [3, 6, 11, 15]. Nos últimos anos, o desenvolvimento

de novos métodos de otimização, associado à sofisticação dos computadores, tem possibilitado
o aprimoramento de estratégias sistemáticas para a resolução do PCOS. Dentre estas estratégias
destaca-se o Algoritmo de Colônia de Morcegos (ACM), proposto por Yang [23]. Este algo-

ritmo é conceitualmente baseado no comportamento social de colônias de morcegos. Dentre as
caracterı́sticas observadas em uma colônia de morcegos pode-se enumerar as seguintes [23, 24]:
i) os morcegos emitem sons de vários comprimentos de onda e frequência na busca por presas

e para ajudar no seu direcionamento; ii) os morcegos voam com velocidade v com diferentes
comprimentos de onda, iii) os morcegos ajustam a sua velocidade, direção e frequência ao ouvir
sinal de eco. Baseado nestas observações, Yang [23] propôs uma estratégia para atualizar/gerar

candidatos em potencial para a solução de problemas de otimização. Na literatura, podem ser en-
contradas aplicações do ACM, dentre os quais pode-se citar: otimização de funções matemáticas
[5, 10, 23, 24], otimização multi-objetivo [25], estimação de parâmetros em sistemas biológicos

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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6 CONTROLE ÓTIMO DA FERMENTAÇÃO ALCOÓLICA USANDO COMPUTAÇÃO BIO-INSPIRADA

[9], classificação de dados [16], projeto de sistemas de engenharia [26], resolução de problemas

de programação de produção [19], e problemas de otimização estocásticos [20].

Diante do que foi apresentado, o presente trabalho tem por objetivo propor uma metodologia
sistemática para o tratamento do PCOS usando o ACM. A abordagem proposta é aplicada para
a determinação do perfil ótimo da variável de controle no processo de fermentação batelada ali-

mentada com tempo de operação livre, e sujeito a restrições de produtividade, controle e volume
do reator. Este trabalho está estruturado como segue: a Seção 2 apresenta a descrição matemática
do PCOS; nas Seções 3 e 4 são apresentadas a concepção conceitual do ACM e a metodologia

proposta para o tratamento do PCOS; na Seção 5 são apresentados estudos de caso. Finalmente,
as conclusões e perspectivas futuras são apresentadas na Seção 6.

2 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PCOS

A formulação matemática do PCOS genérico é dado por [3]:

min J = ψ(x(t f ), t f )+
∫ t f

t0
L(x, u, t)dt (2.1)

f (ẋ, x, u, t) = 0 (2.2)

S(x, u, t) ≤ 0 (2.3)

ϕ(x(t f )) = 0 (2.4)

xL ≤ x ≤ xU (2.5)

uL ≤ u ≤ uU (2.6)

onde x é o vetor das variáveis de estado, u é o vetor das variáveis de controle, ψ(x(t f ), t f ) é o
primeiro termo da função objetivo avaliado em t = t f e L(x, u, t) é o segundo termo do funcional

J , S(x, u, t) é o vetor de restrições de desigualdade, f (ẋ, x, u, t) é o vetor de restrições algébrico-
diferenciais, e ϕ(x(t f )) é o vetor de variáveis definidas no tempo final t f . Os sobrescritos L e U
identificam, respectivamente, os limites inferior e superior das variáveis.

Conforme mencionado anteriormente, a resolução do PCOS pode ser obtida via métodos diretos,

indiretos e hı́bridos [3]. No caso dos métodos diretos, estes consistem na discretização do vetor
de variáveis de controle e de estado ou apenas do vetor de variáveis de controle. Assim, tem-
se a formulação de problema de programação não linear. Já os métodos indiretos consistem da

aplicação do Cálculo Variacional para a dedução das condições necessárias e suficientes para a
solução do PCOS [3]. Tal metodologia consiste da transformação do problema original em um
problema de valor no contorno algébrico-diferencial.

Seja o problema de controle descrito pelas equações (2.1) e (2.2). Para este sistema, a função

Hamiltoniano é definida como [3, 6, 11]:

H ≡ L(x, u, t)+ λT f (2.7)

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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A partir da aplicação do Princı́pio de Pontriagyn, obtemos as condições de otimalidade ou

Equações de Euler-Lagrange [3, 6, 11]:

λ̇ = −∂H

∂ẋ
λ(t f ) = ∂ψ(x(t f ), t f )

∂x(t f )
(2.8)

∂H

∂u
= 0 (2.9)

onde λ é o vetor de variáveis adjuntas (co-estado) e a equação (2.9) é conhecida como condição
estacionária.

A Teoria de Controle Ótimo diz que a estratégia de controle ótimo para o PCOS linear com
relação à variável de controle deve satisfazer o seguinte critério [3]:

u(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

umax se FIF<0
usingular se FIF=0

umin se FIF>0

(2.10)

onde FIF é a Função Identificadora de Fases [11], definida como dn

dtn

(
∂H
∂u

)
, onde n é o número de

diferenciações necessárias para explicitar a variável de controle. Neste caso, n + 1 caracteriza o

ı́ndice diferencial, i.e., o número mı́nimo de vezes que o sistema algébrico-diferencial ou parte
dele deve ser diferenciado com relação ao tempo para determinação de um sistema puramente
diferencial [2]. Tal conceito está diretamente relacionado ao grau de dificuldade de resolução de

um sistema algébrico-diferencial, decorrente de mal condicionamento, instabilidade, singulari-
dade e má convergência [3, 6, 11, 15].

3 O ALGORITMO DE COLÔNIA DE MORCEGOS

O algoritmo proposto por Yang [23] fundamenta-se no processo de eco-localização desempe-

nhada pela colônia de morcegos durante o seu vôo para fins de detecção de presas e para evitar
obstáculos. Esta eco-localização baseia-se na emissão de ondas ultrassônicas e a correspondente
medição do tempo gasto para que estas ondas voltem à fonte após serem refletidas no alvo (presa

ou obstáculo). Do ponto de vista biológico, quando um morcego identifica uma presa, a taxa de
pulso (r) é acelerada e a amplitude (A) é aumentada para evitar que a presa escape. Por outro
lado, quando a presa está sob o domı́nio, a amplitude diminui [5].

Em termos práticos, no ACM cada morcego representa uma solução em potencial para o pro-

blema de otimização. Assim, uma população de morcegos move-se no espaço de busca do pro-
blema, continuamente atualizando a frequência ( f ), a velocidade e a posição de seus indivı́duos
(morcegos), objetivando a captura da presa. A cada nova iteração, a posição de cada morcego é

atualizada seguindo a melhor solução encontrada pela população (comportamento social). É im-
portante ressaltar que o “controle” de exploração e de intensificação do processo de busca neste
algoritmo é realizado via variação da amplitude e da taxa de pulso [5, 23].

O pseudo-código para o ACM é apresentado a seguir [5].

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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Algoritmo de Colônia de Morcegos

..1: Definição dos parâmetros: F , N P, niter , d , α, fmin , fmax , ro e Ao

..2: Inicialização da população (�x )

..3: Avaliação de cada indivı́duo da população – função objetivo (F(�x))

..4: Atualização do melhor morcego (�x∗)

..5: white (o critério de parada não for satisfeito) do

..6: ... for t from 1 to niter do

..7: ...... fi = fmin + fmaxβ (β ∈ [0,1])

..8: ......�vt+1
i = �vt

i + (�xt
i − �xt∗) fi

..9: ......�xt+1 = �xt + �vt+1

10:...... if rand < ri (rand ∈ [0,1]) then (busca local)
11:......... �xt

i = �xt∗ + ρAt
i (ρ ∈ [-1,1])

12:...... end if
13:...... Perturbação da i-ésima posição �x
14:...... if rand < Ai or F(�xi ) ≤ F(�x∗) then
15:......... �x∗ = �xi

16:......... rt+1
i = 1 − exp(−ρt)

17:......... At+1
i = αAt

i

18:...... end if
19:...... Atualiza o melhor candidato �x∗
20:... end for
21: end while
22: Pós-processamento

Este processo é inicializado escolhendo-se aleatoriamente a posição e a velocidade da população
de morcegos (�xi ; i = 1, ..., N P), onde N P é o tamanho da população. Considera-se inicialmente
a amplitude Ai = 1 e a frequência fi = 0 (linha 2). O ciclo principal representa a evolução da

população com o tempo (linhas 5 à 21). O primeiro passo é atualizar a posição temporária �xi até
esta ser aceita. Para isto, a frequência fi é atualizada (linha 7), onde fmin e fmax são os limites
inferiores e superiores da frequência, respectivamente e que correspondem a uma determinada

faixa de comprimento de onda. β é um número aleatório pertencente ao intervalo [0,1]. Neste
caso, a nova frequência fi é utilizada para determinar a nova velocidade �vt+1

i (linha 8), onde �x∗ é
a melhor solução na geração corrente. De posse da nova velocidade �vt+1

i , é possı́vel determinar a
nova posição (linha 9). Na linha 10 é realizada uma busca local. Na linha 13, a i-ésima posição �xi

é escolhida aleatoriamente para ser perturbada considerando o domı́nio das variáveis de projeto.
Se a condição dada na linha 14 for satisfeita a solução temporária �xi é aceita (linha 15) e também
ocorre o aumento da taxa de pulso (linha 16), sendo que quando t → ∞ e ri →1, a busca local

se intensifica. O valor da amplitude A é atualizado na linha 17. Neste caso, a A é reduzida a uma
taxa através da relação A = Aoα

t , (t = 1, ..., niter ) e 0 < α < 1. O processo continua até o
número máximo de iterações (niter ) ser alcançado.

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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É importante ressaltar que outros critérios para a finalização do processo iterativo podem ser

empregados, dentre os quais pode-se citar: i) o número máximo de avaliações da função objetivo,
ii) intervenção humana e iii) tempo de processamento. Todavia, a escolha do número máximo
de iterações como critério de parada é a forma usual empregada para essa finalidade, sendo que

o valor encontrado é comparado com um valor de referência descrito na literatura especializada,
o que assegura a qualidade da solução encontrada pela metodologia proposta para o número de
iterações considerado. Caso este conjunto de parâmetros não seja suficiente para a obtenção de

uma solução satisfatória, deve-se modificar os parâmetros do algoritmo, dentre os quais pode-
se avaliar o efeito do número máximo de iterações. Finalmente, ressalta-se que nenhum dos
critérios citados garantem que a solução ótima foi encontrada, mas o uso de uma solução de

referência associado com a análise de sensibilidade dos parâmetros do algoritmo pode dar um
bom indicativo da qualidade da solução obtida.

4 METODOLOGIA

O PCOS pode ser reescrito como um problema definido por m elementos de controle (fases),

que são conectadas por eventos (t si , i = 1, ...,m − 1) para um tempo final fixo ou não [11]. A
Figura 1 ilustra bem essa ideia.

t0 ts1 ts2 ts3 tftsm-1...
...

tu1 u2 u3 um

fase 1 fase 2 fase 3 fase m...

Figura 1: PCOS definido em elementos de controle.

Baseando-se nesta figura, a metodologia proposta neste trabalho consiste no uso do ACM para a
determinação da vazão de alimentação de substrato (variável de controle u) de modo a maximizar
a produção de etanol pV ao final do tempo de operação. De forma resumida, a metodologia é

fundamentada nos seguints passos:

• definir o número de elementos de controle (m), de tamanho variável, para as quais, em
cada um destes elementos, a variável de controle é u ≡ ui , onde ui é a i-ésima variável de

controle (i = 1, ...,m), bem como os parâmetros do ACM;

• aplicar o ACM para a determinação de ui e do tamanho do elemento de controle (t si+1 −
t si , i = 1, ...,m − 1). Para problemas com tempo final livre, t f passa a ser uma variável a
ser determinada pela metodologia.

Neste caso, como o valor da função objetivo (F) é dependente da escolha do vetor de variáveis
de projeto, a cada execução do ACM, um novo vetor de candidatos à solução do problema de

otimização é gerado. Assim, de posse deste vetor, o sistema algébrico-diferencial é resolvido
através do uso da aplicação do Método de Runge-Kutta-Fehlberg e o valor da função objetivo é

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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obtida. Este processo é repetido até que um determinado critério de parada seja satisfeito. Neste

trabalho adotou-se como critério de parada o número máximo de iterações.

Para fins de comparação, os resultados obtidos com a aplicação do ACM via discretização do
vetor de variáveis de controle serão confrontados com os obtidos pela metodologia proposta por
Lobato [12]. Neste caso, a partir da definição de uma nova variável de controle, a saber, a taxa

de diluição (D ≡ u/V ), a dimensão do problema original é reduzida em uma unidade através da
eliminação estratégica da equação do balanço global (V̇ = u). Lobato [12] demonstrou a partir
de manipulações algébricas que, para o sistema formado pelas equações (1.1)-(1.6), é possı́vel

obter uma estratégia ótima de controle que é função apenas do vetor de variáveis de estado, i.e.,
que não depende do vetor de variáveis adjuntas, e que o ı́ndice diferencial deste sistema é 3. Mais
detalhes sobre o desenvolvimento matemático podem ser encontrados em [12].

5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Nesta seção são apresentados cinco estudos de caso para a validação da metodologia proposta.
Para essa finalidade alguns pontos devem ser destacados:

• Parâmetros [1, 8]: Ks = 0,22 g/L; Ks1 = 0,44 g/L; K p = 16,0 g/L; K p1 = 71,5 g/L;

μo = 0,408 h−1; εo = 1,0 h−1, Yxs = 0,1; xo = 1 g/L, po = 0 g/L e si = 150 g/L. Em
todas as simulações foram utilizados 40 elementos de controle;

• Parâmetros do ACM [5, 23]: N P = 50; niter = 500; α = 0,9; fmin = 0; fmax = 2; ro =
0,5 e Ao = 0,25. Para estes parâmetros são necessárias 50+50×500 avaliações da função
objetivo. O algoritmo foi executado 10 vezes para a apresentação dos resultados;

• Função Objetivo (F): maximização do produto pV (ou minimizar -pV ), sujeito às equa-
ções (1.1)-(1.6), com tempo final livre, volume final do reator igual a 200 L, com a variável
de controle limitada por umin = 0 L/h e umax = 12 L/h, pV ∈ [0∞[, e restrição no

rendimento [21]:
p(t)V (t)− poVo

(V (t)− Vo)si + Voso − V (t)s(t)
≤ 0, 51 (5.1)

• Como μ (equação (1.5)) é não monotônica e a concentração de substrato é alta, a vazão
de substrato alimentado inicialmente deve ser mı́nima, o que no limite ocorre no modo
batelada, até que o substrato em excesso seja consumido e o arco singular seja alcançado;

• Na fase batelada (u = umin , ı́ndice diferencial igual a 1), o sistema de equações diferenci-
ais ordinárias é resolvido a partir de t = to até que a singularidade seja identificada, o que

ocorre em t = tI . Neste evento inicia-se a fase singular (u = usingular , ı́ndice diferencial
igual a 3). Em t = tI I a restrição no rendimento é ativada até que a variável de controle
alcance o valor máximo em t = tI I I (u = umax , ı́ndice diferencial igual a 1). Quando o

reator é totalmente preenchido, o que ocorre em t = tI V , a alimentação é interrompida e u
atinge seu limite inferior (u = umin , ı́ndice diferencial igual a 1).

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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A Tabela 2 apresenta os melhores resultados obtidos para os eventos calculados para diferen-

tes volumes iniciais do reator utilizando a metodologia proposta por Lobato [12] e pelo ACM.
Nesta tabela é possı́vel observar boa concordância entre os resultados obtidos pela metodologia
proposta por Lobato [12] e pelo ACM, com desvios da ordem de 0,01% à 0,03%.

Tabela 2: Condições iniciais, eventos e função objetivo para os casos estudados.

Caso Vo (L) so (g/L) tI (h) tI I (h) tI I I (h) tI V (h) t f (h) pV (g)

[12]
1 10 150,0

13,002 17,124 50,993 53,750 54,706 15229
ACM 13,012 17,128 50,995 53,754 54,701 15226

[12]
2 50 120,0

10,622 17,850 26,275 29,177 30,044 14534
ACM 10,620 17,843 26,222 29,157 30,001 14531

[12]
3 100 135,0

11,802 17,431 17,733 21,007 21,851 14535

ACM 11,799 17,429 17,730 21,002 21,850 14534

[12]
4 145,63 139,2

12,138 17,202 – – 17,790 14450
ACM 12,119 17,200 – – 17,787 14449

[12]
5 200 142,5

– – – – 13,321 12960
ACM – – – – 13,313 12957

O Caso 1 é o caso base, no qual as concentrações de substrato alimentado (si ) e inicial (so)

são iguais e o volume inicial do fermentador é de 10 L. É o caso em que se alcança a maior
produtividade às custas de um grande tempo de fermentação, a maior parte dele (tI I < t < tI V )
consumido no enchimento do reator sem alterações significativas na concentração de produto.

No inı́cio da fase singular (t = tI I ) ocorre um ligeiro decréscimo na concentração de células,
coincidente com a concentração de substrato praticamente constante. Esta tendência se reverte na
última fase (tI V < t < t f ) quando a operação volta a ser batelada e o decréscimo da concentração

de substrato ocorre simultaneamente ao crescimento celular e à formação de produto. Como do
ponto de vista prático este tempo de fermentação é considerado excessivo, nos Casos 2 e 3
foram simuladas situações para as quais os volumes e as concentrações iniciais de substrato e
o tempo de operação batelada inicial são crescentes, enquanto as respectivas fases singulares

sofrem reduções, i.e., o tempo de operação semi-contı́nua diminui. Embora as produtividades
sejam da ordem de 4,56% e 4,55% inferiores à do Caso 1, os tempos de fermentação sofrem uma
significativa redução de 45,08% e 60,05%, respectivamente.

O efeito de um controle bang-bang foi analisado no Caso 4, onde a trajetória ótima consiste

de umin -umax-umin , estando o reator de 200 L preenchido inicialmente com 145,63 L. Com a
eliminação da fase singular, o tempo de fermentação foi reduzido de 54,706 h do caso base para
17,79 h, o que representa 67,48%, com uma redução pouco significativa na produtividade.

Estas análises mostram que no caso analisado, a desejada redução do tempo de fermentação pode

ser obtida às custas da eliminação do modo de alimentação semi-contı́nuo, fazendo crer que a
operação batelada seria mais conveniente para este processo. A operação batelada também foi

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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simulada e apresentada como o Caso 5. Fica evidente que, mesmo conseguindo maior redução no

tempo de fermentação, a redução no valor da função objetivo passa a ser bem mais significativa
com relação aos Casos 2, 3 e 4.

Nas Figuras 2 e 3 são apresentados os perfis de concentração de células, substrato, etanol, volume
e controle para cada um dos estudos de caso obtidos pelo ACM.

(a) Perfil ótimo de células e substrato. (b) Perfil ótimo de etanol.

Figura 2: Perfis das variáveis de estado x , s e p para os estudos de caso propostos.

(a) Controle ótimo. (b) Volume.

Figura 3: Perfis das variáveis de estado V e de controle u para os estudos de caso propostos.

A Tabela 3 apresenta o desvio padrão considerando diferentes volumes iniciais do reator para as
dez execuções do algoritmo.

A partir da análise dos resultados apresentados nesta tabela é possı́vel observar que o ACM foi
capaz de obter resultados satisfatórios devido a magnitude dos valores do desvio padrão referente

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 1 (2015)
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Tabela 3: Desvio padrão para os casos estudados.

Caso Vo (L) so (g/L) tI (h) tI I (h) tI I I (h) tI V (h) t f (h) pV (g)

1 10 150,0 0,065 0,0123 0,0736 0,1098 0,006 129

2 50 120,0 0,282 0,599 0,798 0,097 0,033 145

3 100 135,0 0,626 0,198 0,303 0,097 0,591 149

4 145,63 139,2 0,778 0,098 – – 0,990 178

5 200 142,5 – – – – 0,271 132

ao vetor de variáveis de projeto. Em termos do valor da função objetivo, os valores obtidos
também são considerados satisfatórios em relação aos obtidos por Lobato [12].

6 CONCLUSÕES

O presente trabalho propôs uma metodologia para a redução da fase singular do problema de
controle ótimo da fermentação do tipo batelada alimentada para produção de etanol a partir de
glicose através do Saccharomyces cerevisae. Para essa finalidade, foi avaliada a influência do vo-

lume inicial e, por consequência, da concentração inicial de substrato no fermentador. De posse
dos resultados obtidos observa-se que houve uma redução significativa do tempo de fermentação
mas sem que exista uma diminuição proporcional na produtividade alcançada. A metodologia

de solução empregada, em que modelos de valor inicial são resolvidos a cada fase, cujas carac-
terı́sticas são definidas pelos respectivos ı́ndices e que necessitam da determinação dos vários
eventos através do ACM apresentou bons resultados, comparáveis aos descritos na literatura e

pela metodologia proposta por Lobato [12]. Como sequência deste trabalho pretende-se ava-
liar o desempenho do ACM com relação aos seus parâmetros e a sua extensão para o contexto
multi-objetivo.

ABSTRACT. The fed-batch operation is recognized by soften the inhibition effects caused

by product and substrate in alcoholic fermentation process. The dynamic optimization of this

process for purposes of productivity maximization, through control of substrate feed flow,

characterizes a singular optimal control problem of difficult solution due to differential index

fluctuation. In this work, this optimization problem is solved using the Bat Colony Algorithm,

bio-inspired technique in nature that is based on social behavior of bats colonies. The results

obtained with this algorithm are compared to a strategy used for transformation of original

problem in one of phases identification. In application proposed are considered constraints of

productivity, control variable and volume, for operation with free time.

Keywords: singular optimal control, alcoholic fermentation process, bat colony algorithm.
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