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Controle Ótimo de Sistemas Algébrico-Diferenciais

Chaveados usando o Algoritmo de Busca

Gravitacional

A.A. PFEIFER 1, Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia de Goiás,
Campus Itumbiara, 75524-010 Itumbiara, GO, Brasil.

F.S. LOBATO 2, Faculdade de Engenharia Qúımica, UFU - Universidade Fe-
deral de Uberlândia, Campus Santa Mônica, CX 593, 38408-100 Uberlândia, MG,
Brasil.

Resumo. O Problema de Controle Ótimo Chaveado (PCOC) consiste na determi-
nação do perfil da variável de controle que minimiza uma função objetivo sujeito a
restrições algébrico-diferenciais definidas por fases. Tradicionalmente, este proble-
ma tem sido resolvido usando técnicas clássicas, isto é, por abordagens que fazem
uso de informações sobre o gradiente da função objetivo e das restrições. Este trata-
mento numérico consiste na manipulação algébrica do problema original (obtenção
das equações de sensibilidade) e da resolução de um problema de valor no contorno
altamente dependente das estimativas iniciais. Neste contexto, o presente trabalho
tem por objetivo a resolução de PCOCs usando o algoritmo de Busca Gravitacio-
nal. Tal estratégia de busca é fundamentada na lei Newtoniana de gravidade para a
ge- ração de candidatos em potencial para a resolução de problemas de otimização.
Os resultados obtidos são comparados com aqueles encontrados pelo Algoritmo de
Levenberg-Marquardt e com uma versão h́ıbrida.

Palavras-chave. Controle ótimo, equações Algébrico-Diferenciais chaveados, al-
goritmo de Levenberg-Marquardt, algoritmo de busca gravitacional, hibridização.

1. Introdução

O Problema Controle Ótimo (PCO), também conhecido como Problema de Oti-
mização Dinâmica, consiste na obtenção do perfil da variável de controle que mi-
nimiza um determinado ı́ndice de desempenho (função objetivo) sujeito a restições
algébrico-diferenciais. A principal dificuldade encontrada na resolução deste proble-
ma é a presença de singularidades, que resultam da flutuação do ı́ndice diferencial
ou da presença da variável de controle na forma linear na função Hamiltoniana,
definida a partir da aplicação das condições de otimalidade [3, 9, 23, 12, 17], e de
restrições de desigualdade com variáveis de estado [3, 9].
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Durante décadas a resolução deste problema ficou restrita ao uso de métodos
determińısticos, a saber, métodos diretos, indiretos e h́ıbridos [13, 12, 3, 4, 5, 9].
Nos últimos anos, o desenvolvimento de novos métodos de otimização, associado a
sofisticação dos computadores, possibilitou o aprimoramento de estratégias sistemá-
ticas para a resolução de PCO. Dentre estas estratégias, destaca-se o Algoritmo de
Busca Gravitacional (ABG) [18], devido aos bons resultados obtidos em aplicações
distintas na ciência e na engenharia. Este fundamenta-se na lei Newtoniana de gra-
vidade para atualizar/gerar candidatos em potencial para a solução de problemas
de otimização.

No contexto da otimização dinâmica, Xu [23] propôs o Problema de Controle

Ótimo Chaveado (PCOC) com ı́ndice de desempenho do tipo Bolza [3]. Este consiste
na definição de diferentes sistemas de equações algébrico-diferenciais válidas para
determinadas regiões do domı́nio de integração. Basicamente, pode-se dizer que
este problema consiste, além da determinação do perfil da variável de controle, da
obtenção dos instantes onde cada um destes sistemas de equações diferenciais estão
ativos. Segundo Xu [23], o PCOC também pode ser obtido a partir da transcrição
de um sistema chaveado geral em um PCO equivalente parametrizado pelos eventos.
Esse problema equivalente tem a vantagem de solucionar o problema da presença de
flutuações de ı́ndice decorrente das ativações e desativações de restrições ao longo
da trajetória que provocam alterações na forma funcional das equações do problema
[23, 24, 25]. Na literatura, inúmeros trabalhos envolvendo a formulação matemática
e a resolução do PCOC via métodos clássicos [23, 24, 25, 17] e via métodos evolutivos
[14, 15, 1, 21, 22] podem ser encontrados.

Neste cenário, o presente trabalho tem por objetivo definir uma sistemática geral
para a solução de PCOC usando o ABG, o Algoritmo de Levenberg-Marquardt
(ALM) e um h́ıbrido envolvendo estas duas técnicas. Este artigo está estruturado
como segue: a seção 2 apresenta a descrição de matemática do PCOC; na seção 3
é apresentada a concepção conceitual do ABG; na seção 4 são apresentadas duas
aplicações. Finalmente, as conclusões e perspectivas futuras são apresentadas na
seção 5.

2. Formulação Matemática do PCOC

Segundo Xu e Antsaklis [25], o PCOC pertence a uma classe particular de siste-
mas dinâmicos, nos quais os comportamentos cont́ınuos e discretos interagem entre
si, mas cujo estado cont́ınuo não apresenta “saltos”nos eventos. Neste caso, em
cada domı́nio tn < t ≤ tn+1, a dinâmica do processo segue uma diferente lei de for-
mação, podendo implicar em descontinuidades durante a integração deste sistema.
Matematicamente, o PCOC pode ser descrito como [23]:

min J , ψ(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

L(x,u, t)dt (2.1)
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ẋ(t) =



















f1(x,u, t) t0 ≤ t ≤ ts1
f2(x,u, t) ts1 < t ≤ ts2
...
fi(x,u, t) tsi−1 < t ≤ tf

(2.2)

s(x,u, t) ≤ 0 (2.3)

θL ≤ θ ≤ θU θ = {x,u, tsi} i = 1, ..., nfases (2.4)

onde x é o vetor das variáveis de estado, u é o vetor das variáveis de controle,
ψ(x(tf ), tf ) é o primeiro termo da função objetivo avaliado em t = tf e L(x,u, t)
é o segundo termo do funcional PCO, s(x,u, t) é o vetor de restrições algébricas e
f(ẋ,x,u, t) é o vetor de restrições diferenciais definidas pelos eventos tsi−1 e tsi e
nfases é o número de fases. Os sobrescritos L e U identificam, respectivamente, os
limites inferior e superior das variáveis.

Assim como no PCO, objetiva-se determinar o perfil do vetor de variáveis de
controle e os eventos de modo a minimizar o funcional J . Para fins de simplifi-
cação, seja o sistema com uma única variável de estado x e uma fase (nfases=1).
Introduzindo-se a nova variável de estado T1 que corresponde ao evento ts1 tem-se
[23]:

∂T1
∂t

= 0 T1(0) = ts1 (2.5)

Introduzindo-se também uma variável temporal τ , é estabelecida uma relação
linear por partes entre t e τ [23]:

t =

{

t0 + (T1 − t0)τ, 0 ≤ τ < 1
T1 + (tf − T1)(τ − 1), 1 ≤ τ ≤ 2

(2.6)

Claramente, pode-se perceber que se τ = 0 ⇒ t = t0, se τ = 1 ⇒ t = ts1 e se
τ = 2 ⇒ t = tf . Introduzindo T1 e τ , o problema original pode ser reescrito pelo
equivalente definido por fases:

dx(τ)

dτ
= (T1 − t0)f1(x, u) τ ∈ [0, 1) (2.7)

dx(τ)

dτ
= (tf − T1)f2(x, u) τ ∈ [1, 2] (2.8)

dT1
dτ

= 0 (2.9)

Deseja-se encontrar ts1 e u(τ) de forma a minimizar o funcional:

J = ψ(x(2)) +

1
∫

0

(T1 − t0)L(x, u)dτ +

2
∫

1

(tf − T1)L(x, u)dτ (2.10)
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Definindo as funções f , L e Hamiltoniano (H(x, p, u, ts1)) na forma parametri-
zada:

f̃1(x, u, ts1)
∆
= (T1 − t0)f1(x, u) f̃2(x, u, ts1)

∆
= (tf − T1)f2(x, u) (2.11)

L̃1(x, u, ts1)
∆
= (T1 − t0)L(x, u) L̃2(x, u, ts1)

∆
= (tf − T1)L(x, u) (2.12)

H(x, p, u, ts1)
∆
=

{

L̃1(x, u, T1) + pT f̃1(x, u, T1), τ ∈ [0, 1)

L̃2(x, u, T1) + pT f̃2(x, u, T1), τ ∈ [1, 2]
(2.13)

onde p é a variável de co-estado (adjunta).
Aplicando as condições necessárias [3], as equações de estado, co-estado e de

estacionariedade e as condições de contorno e continuidade, são obtidas:

∂x

∂τ
=

(

∂H

∂p

)T

= f̃k(x, u, T1) (2.14)

∂p

∂τ
= −

(

∂H

∂x

)T

= −

(

∂f̃k
∂x

)T

p−

(

∂L̃k

∂x

)T

(2.15)

0 =

(

∂H

∂u

)T

=

(

∂f̃k
∂u

)T

p−

(

∂L̃k

∂u

)T

(2.16)

x(0, T1) = x0 (2.17)

p(2, T1) =

(

∂Ψ

∂x
(x(2, T1))

)T

(2.18)

p(1−, T1) = p(1+, T1) (2.19)

As equações acima formam um sistema de EADs de valor no contorno parame-
trizado pelo evento ts1. Deste modo, o valor ótimo do “novo” funcional (J1), isto
é, como uma função dos parâmetros T1 é dado pela seguinte equação:

J1(T1) = ψ(x(2, T1)) +

1
∫

0

L̃1(x, u, T1)dτ +

2
∫

1

L̃2(x, u, T1)dτ (2.20)

Diferenciando J1 em relação a T1, faz-se necessário obter as funções ∂
∂τ

(

∂x
∂T1

)

e

∂
∂τ

(

∂u
∂T1

)

para encontrar o valor dJ1

dT1

. Assim, diferencia-se as equações de estado,

co-estado, estacionariedade e as condições de contorno e de continuidade com em
relação a T1, gerando um sistema para cada intervalo de τ . Neste caso, a partir de
uma estimativa inicial para ts1 pode-se resolver o problema de otimização formado
pelas equações de otimalidade associado as equações de sensibilidade. A resolu-
ção deste PCOC representa um grande desafio por demandar o conhecimento da
sequência e do número de ativações e desativações ao longo da trajetória e de uma
boa estimativa inicial [23]. Para facilitar a geração do sistema de equações de valor
no contorno, Pfeifer [17] desenvolveu uma ferramenta simbólica implementado em
ambiente Mapler.
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3. O Algoritmo de Busca Gravitacional

O ABG pertence a classe de algoritmos não-determińısticos baseados em uma
população de candidatos para a resolução do problema de otimização. Este algo-
ritmo, assim como acontece em outras abordagens evolutivas, caracteriza-se por
gerar uma população inicial (aleatória) e definir uma estratégia para atualizar a
população de candidatos.

No ABG o desenvolvimento dessa estratégia é fundamentada nas leis de gravi-
dade e de movimento [18]. Neste contexto, os“agentes” são considerados como obje-
tos e seu desempenho é mensurado por suas massas. Toda massa atrai e é atráıda
por outras massas devido a força gravitacional, causando o movimento global de
todo o conjunto (população) considerado. Assim, as massas cooperaram usando
uma forma direta de “comunicação”, a força gravitacional. As massas “pesadas” - o
que corresponde a boas soluções - movem-se mais lentamente do que as mais leves,
o que garante a etapa de exploração do algoritmo.

No ABG, cada massa tem quatro especificações [18]: posição, massa inercial,
massa gravitacional ativa, e massa gravitacional passiva. A posição da massa cor-
responde a uma solução candidata do problema de otimização, e suas massas gravi-
tacionais e inerciais são determinadas usando a função objetivo.

Seja o sistema com agentes N (massas). A posição do i-ésimo agente é dada:

xi = (x1i , ..., x
d
i , ..., x

n
i ), i = 1, ..., N (3.1)

onde xdi é a posição do i-ésimo agente na d-ésima dimensão.
Na geração k, define-se a força atuando na massa i devido a ação da massa j:

F d
ij(k) = G(k)

Mpi(k)×Maj(k)

Rij(k)
(xdj (k)− xdi (k)) (3.2)

onde Maj é a massa gravitacional ativa relativa ao agente j, Mpi é a massa gravi-
tacional passiva relativa ao agente i, G(k) é a constante gravitacional na iteração
k, e Rij(k) é a distância Euclidiana entre os agentes i e j.

Para introduzir a caracteŕıstica estocástica ao algoritmo, Rashedi [18] supôs
que a força total que atua no agente i é aleatoriamente ponderada pelos d-ésimos
componentes das forças exercidas por outros agentes:

F d
i (k) =

N
∑

j=1,j 6=i

randjF
d
ij(k) (3.3)

onde randj é um número aleatório dentro do intervalo [0, 1].
Deste modo, segundo a lei do movimento, a aceleração do agente i na iteração

k, e na d-ésima direção, adi (k), é calculado pela seguinte equação:

adi (k) =
F d
i (k)

Mii(k)
(3.4)

onde Mii é a massa inercial do i-ésimo agente.
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Além disso, a atualização da velocidade de um agente é considerada como sendo
uma fração de sua velocidade atual adicionado a sua aceleração. Portanto, a sua
posição pode ser atualizada da seguinte forma:

xdi (k + 1) = xdi (k) + randi × vdi (k) + adi (k) (3.5)

onde randi é um número aleatório dentro do intervalo [0, 1].
A constante gravitacional (G(k)) é reduzida ao longo do processo de evolutivo

de acordo com a Eq. 3.6:

G(k) = G◦ exp(−αk/maxiter) (3.6)

onde G◦ é a constante gravitacional inicial, α é um parâmetro de ajuste, k é a
iteração corrente e maxiter é número máximo de iterações.

As massas gravitacional e inercial são calculadas através da avaliação da função
objetivo. Uma massa mais “pesada” significa um agente mais eficiente. Isto implica
que os melhores agentes são os mais atráıdos. Assumindo a igualdade das massas
gravitacional e inercial (Mai = Mpi = Mii = Mi, i = 1, 2, ..., N), os valores das
mesmas são calculadas usando as seguintes relações:

mi(k) =
fi(k)− worst(k)

best(k)− worst(k)
(3.7)

Mi(k) =
mi(k)

∑N

j=1
mj(k)

(3.8)

onde fi(k) é a avaliação da função objetivo relativo ao agente i na iteração k,
worst(k) e best(k) são definidos como sendo o pior e o melhor valor da função
objetivo na iteração corrente, respectivamente.

O cálculo da força F d
i (k) é realizado segundo a expressão a seguir:

F d
i (k) =

∑

j∈Kbest,j 6=i

randj × F d
ij(k) (3.9)

onde Kbest é o conjunto dos primeirosK agentes com os melhores valores em termos
da função objetivo. Segundo Rashedi [18], esta equação representa uma forma de
se estabelecer um bom compromisso entre exploração e refinamento, de forma a
reduzir a chance de ser obter um ótimo local.

É importante ressaltar que a metodologia apresentada foi proposta por Rashedi
[18]. Neste caso, outras formas para atualizar o valor da constante gravitacional e
de modificações das massas podem ser encontradas em [16, 6].

Na literatura pode-se encontrar algumas aplicações do ABG, dentre as quais
pode-se citar: otimização de funções matemáticas com diferentes graus de com-
plexidade [18], desenvolvimento de um algoritmo multi-objetivo fundamentado no
operador de ordenamento por ranking e no algoritmo ABG [16], estudo compara-
tivo envolvendo o ABG e um algorimo de enxame de part́ıculas modificado [6], apli-
cação em problemas de potência [7] e um h́ıbrido entre o ABG e redes neurais para
resolver a equação de Wessinger [10].
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4. Resultados e Discussão

Nesta seção são apresentados dois estudos de caso para a validação da metodo-
logia proposta. Para essa finalidade alguns pontos devem ser destacados:

• Algoritmo de Levenberg-Marquardt (ALM) com estimativa inicial apresentada
nas tabelas a seguir. Deve ser ressaltado que o problema de valor no contorno
foi resolvido usando o Método de Colocação Normal com 10 pontos e tolerância
absoluta de 10−6.

• Parâmetros usados no ABG [18]: população com 20 agentes (gerada aleato-
riamente dentro do espaço de projeto), número máximo de gerações igual a
2000, G◦ e α iguais a 100 e 20, respectivamente. Todos os estudos de caso
foram executados 20 vezes em um microcomputador Intel(R) Core i5 com 3
Gb de memória para a obtenção dos resultados. Foi utilizada aproximação
linear para a variável de controle definida por elementos.

• Método Hı́brido: inicialmente executa-se o ABG (50 gerações) com posterior
refinamento pelo ALM.

4.1. Estudo de Caso 1

Seja o PCOC descrito pelos seguintes sub-sistemas (ssi) [23, 17]:

min J =
1

2
(x1(tf )− e2)2 +

1

2
(x2(tf )− e2)2 +

1

2

∫ tf

0

u2dt (4.1)

ss1(0 ≤ t ≤ ts1) =

{

ẋ1 = −x1 + 2x1
ẋ2 = x2 + ux2

ss2(ts1 < t ≤ ts2) =

{

ẋ1 = x1 − 3x1u
ẋ2 = 2x2 − 2ux2

(4.2)

ss3(ts2 < t ≤ tf ) =

{

ẋ1 = 2x1 + x1u
ẋ2 = −x2 + 3ux2

onde x(0)=[1 1]T , e os eventos, tsi (i=1,2), são definidos como 0 ≤ ts1 ≤ ts2 ≤ tf =
3. Para a resolução deste problema, o seguinte espaço de projeto é considerado: 0
≤ tsi ≤ 2 (i=1,2), cuja solução global é [23]: ts1=1, ts2=2, J=0 e u=0.

A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos para os eventos e a função obje-
tivo via ABG, ALM e Hı́brida (ABG-ALM). Nesta tabela, é posśıvel observar que,
apesar do menor número de iterações (Niter) requeridas pelo ALM, existe uma
grande dependência com relação a escolha da estimativa inicial. Em termos do
ABG observa-se que boas estimativas são encontradas quando avalia-se o valor mé-
dio e o desvio padrão dos resultados. Já na abordagem Hı́brida, como esperado, o
número de gerações reduz-se consideravelmente em comparação com o ABG. Isto
justifica-se pelo acoplamento de duas estratégias, uma de busca global seguida do
uso de uma outra de busca local (refinamento da solução). É importante ressaltar
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que Pfeifer [17] resolveu este mesmo estudo de caso via método indireto, i.e., através
da geração das condições de otimalidade, encontrando função objetivo nula. Neste
caso, observa-se que a abordagem indireta foi capaz obter um valor mais preciso
do que os encontrados neste trabalho, justificado por sua maior precisão [3]. Em
termos do tempo computacional médio, observa-se que o melhor desempenho foi
obtido pela abordagem Clássica (12 segundos), seguida da Hı́brida (171 segundos) e
do ABG (862 segundos), valores diretamente proporcionais ao número de avaliações
da função objetivo requeridas por cada abordagem.

Tabela 1: Resultados do Estudo de Caso 1.

Método t∗s2/t
∗
s2 ts1 ts2 Solução⋄ J (Eq. (4.1)) Niter

Xu [23] 1,1/2,1 0,9914 2,0140 C 2,692×10−4 20
0,01/1,5 - - NC - -
0,05/2,5 - - NC - -

ALM 0,5/1,5 0,99999 2,00000 C 1,155×10−9 33
0,2/1,2 - - NC - -
1,1/2,1 0,99999 2,00000 C 1,967×10−9 28

ABG rand∗∗ 1,00068 2,00002
C

8,441×10−7 2000
(1,45×10−7)† (2,09×10−7)† (1,89×10−8)† -

1,06/2,03 0,99999 2,00000 C 1,129×10−9 200+12
Hı́brido 1,09/1,93 0,99999 2,00000 C 2,099×10−9 400+10

0,96/2,05 0,99999 2,00000 C 1,934×10−10 600+09
∗ Estimativas iniciais utilizadas no ALM e no ABG-ALM. † Desvio padrão.
∗∗ Estimativa inicial gerada aleatoriamente. ⋄ C: Convergiu, NC: Não Convergiu.

A Figura 1 apresenta os perfis das variáveis de estado e de controle para o estudo
de caso 1 usando o ALM e o ABG.
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(a) plano de fases x1 × x2.
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Figura 1: Perfis das variáveis de estado e de controle para o estudo de caso 1.

Nestas figuras percebe-se boa concordância entre os resultados obtidos pelo ABG
e pelo ALM. No caso do perfil de controle, o ABG encontrou perfil de controle ótimo
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Controle Ótimo de EADs usando o Algoritmo de Busca Gravitacional 89

constante e com valor nulo, o que não foi constatado via ALM, onde três fases
distintas foram obtidas. Apesar desta diferença, oriunda da precisão adotada por
cada metodologia, ambos os resultados estão em concordância com os obtidos por
Xu [23]. Na Figura 2 é apresentada a evolução em termos do valor da função objetivo
(normalizada) versus número de iterações para cada um dos métodos utilizados.
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Figura 2: Função objetivo versus número de iterações para o estudo de caso 1
(ALM com estimativas iniciais ts1=1,1 e ts2=2,1; ABG-ALM com estimativas ini-
ciais ts1=1,09 e ts2=1,93).

4.2. Estudo de Caso 2

O segundo estudo de caso é composto pela seguinte função objetivo, restrita por
três sub-sistemas [23]:

min J = (x1(tf ) + 4, 1337)2 + (x2(tf )− 9, 3569)2 +
1

2

∫ tf

0

u2dt (4.3)

ss1(0 ≤ t ≤ ts1) =

{

ẋ1 = −2x1 + u
ẋ2 = −x2

ss2(ts1 < t ≤ ts2) =

{

ẋ1 = 0, 5x1 + 5, 3x2 + u
ẋ2 = −5, 3x1 + 0, 5x2 − u

(4.4)

ss3(ts2 < t ≤ tf = 3) =

{

ẋ1 = x1
ẋ2 = 1, 5x2 + u

onde x(0)=[4 4]T . Para a resolução deste problema considera-se o seguinte espaço
de projeto: 0 ≤ tsi ≤ 2 (i=1,2), cujo ótimo global é [23]: ts1=1, ts2=2, J=0 e u=0.
A Tabela 2 apresenta os resultados obtidos para o estudo de caso 2. Assim como
no caso anterior, pode-se observar que a ABG sempre convergiu para a solução,
diferentemente do que acontece com o ALM. No caso da abordagem Hı́brida, o
número total de gerações sempre é menor do que requerido pelo ABG, resultando
em uma estratégia por assim dizer robusta. Já em termos do tempo computacional
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médio, observa-se, assim como no caso anterior, que o melhor desempenho foi obtido
pela abordagem Clássica (24 segundos), seguida da Hı́brida (192 segundos) e do
ABG (902 segundos), proporcionais ao número de avaliações da função objetivo
requeridas por cada abordagem.

Tabela 2: Resultados do Estudo de Caso 2.

Método t∗s2/t
∗
s2 ts1 ts2 Solução⋄ J (Eq. (4.3)) Niter

Xu [23] 0,8/1,8 1,0002 2,0008 C 6,3146×10−5 43
0,8/1,8 1,00000 2,00000 C 2,6876×10−7 52
0,9/2,1 1,00000 2,00000 C 3,6323×10−7 55

ALM 0,5/2,5 - - NC - -
0,6/2,2 - - NC - -
1,2/2,5 - - NC - -

ABG rand∗∗ 1,00002 2,00003 C 1,3334×10−7 2000
(1,55×10−7)† (4,99×10−7)† (2,09×10−7)† -

1,08/2,09 1,00000 2,00000 C 2,998×10−9 200+14
Hı́brido 1,10/1,94 0,99999 2,00000 C 1,198×10−9 400+13

0,97/1,99 1,00000 2,00000 C 1,487×10−10 600+14
∗ Estimativas iniciais utilizadas no ALM e no ABG-ALM. † Desvio padrão.
∗∗ Estimativa inicial gerada aleatoriamente. ⋄ C: Convergiu, NC: Não Convergiu.

A Figura 3 apresenta os perfis das variáveis de estado e de controle para o estudo
de caso 2.
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Figura 3: Perfis das variáveis de estado e de controle para o estudo de caso 2.

Assim como observado para o estudo de caso anterior, percebe-se que apesar
da senśıvel diferença entre os perfis de controle calculados pelo ABG e pelo ALM,
relacionados com as precisões adotadas em cada metodologia, ambos os resultados
também estão em concordância com os obtidos por Xu [23]. É importante ressaltar
que o perfil de controle apresentado neste trabalho se difere do obtido por Sakly
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e colaboradores [22]. Neste caso, estes autores obtiveram o perfil da variável de
controle da ordem de 10−3, diferentemente do ABG e do ALM que encontraram da
ordem de 10−5, mais próximo ao valor anaĺıtico (u=0). Na Figura 4 é apresentada
a evolução em termos do valor da função objetivo (normalizada) versus número de
iterações para cada um dos métodos utilizados.
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Figura 4: Função objetivo versus número de iterações para o estudo de caso 2
(ALM com estimativas iniciais ts1=0,9 e ts2=2,1; ABG-ALM com estimativas ini-
ciais ts1=1,10 e ts2=1,94).

5. Conclusões

O presente trabalho propôs uma sistemática para a resolução de PCOCs usando
o ABG e sua hibridização com uma técnica clássica fundamentada na geração de
equações de sensibilidade, a saber, o ALM. Os resultados obtidos com o ABG de-
monstram que a abordagem empregada configura-se como uma interessante alter-
nativa quando comparada com o ALM, apesar de demandar mais avaliações da
função objetivo e, consequentemente, de um maior tempo de processamento. Do
ponto de vista da hibridização, percebe-se que, devido a sensibilidade observada
com a escolha da estimativa inicial (veja as Tabelas 1 e 2), a utilização do ABG
como estratégia inicial de busca, associada ao ALM, promoveu, para os estudos de
caso analisados, uma estratégia que se mostrou robusta para a resolução de PCOCs.
Como continuidade deste trabalho pretende-se aplicar a metodologia proposta em
estudos de caso reaĺısticos, com ênfase em problemas biotecnológicos.

Abstract Optimal Control Problem of Switched Systems (OCPSS) consists in de-
termining the control variable profile that minimizes a given objective function
subject to differential-algebraic constraints defined by phases. Traditionally, this
problem has been solved using classical techniques through algebraic manipulation
of original problem (obtaining the sensitivity equations) and resolution, at each
step, a boundary value problem highly dependent of initial estimates. In this con-
text, the present work aim to resolve the OCPSS using the Gravitational Search
Algorithm. This search strategy is based on the Newtonian law of gravity for the
generation of potential candidates to solve optimization problems. The results are
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compared with those obtained by the Levenberg-Marquardt Algorithm and with a
hybrid version.

Keywords. Optimal control, switched differential Algebraic-Equation, Levenberg-
Marquardt algorithm, gravitational search algorithm, hybridization.
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