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Resumo. Neste trabalho discute-se a equacdo de Klein-Gordon generalizada no
universo de Robertson-Walker. Esta equagao é introduzida mediante o operador
invariante de Casimir de segunda ordem escrito em coordenadas hiperesféricas. O
universo de de Sitter e do universo anti-de Sitter sdo caracterizados através de um
parametro associado a curvatura do universo.

Discute-se, também, as solugdes de freqiiéncia positiva (negativa). Finalmente,
recupera-se o caso Minkowskiano, isto é, o caso de curvatura nula.

1. Introducao

O estudo do teoria quantica de campos envolvendo efeitos gravitacionais pode ser
visto como uma teoria para a interagdo quantizada da gravidade e matéria [2]. No
contexto da teoria linear, os universos de de Sitter e anti-de Sitter sao largamente
estudados, porque, junto com o universo de Minkowsky, sao os 1inicos que apresen-
tam simetria maxima [16]. Aqui nés englobamos tais universos no chamado universo
de Robertson-Walker, porque os trés primeiros estao contidos neste dependendo de
um parametro relacionado & curvatura do universo [7].

Muitos trabalhos tém tratado das chamadas equacoes de onda no universo de
Robertson-Walker. Num trabalho recente Bros et al. [3] apresentam o estudo do
campo escalar quantizado no universo de de Sitter baseado na analiticidade de vari-
edades Riemanninas complexas. Mais recente, Takook [14] discute uma quantizacao
covariante do campo espinorial livre no universo de de Sitter 4-dimensional.

De uma outra forma, Notte Cuello e Capelas de Oliveira [9] discutem a equagao
de onda de Dirac no universo de de Sitter valendo-se da fatoracdo do operador
invariante de Casimir de segunda ordem associado ao grupo de Fantappié-de Sitter.
Estes mesmos autores [10] apresentam e resolvem as equagoes de Klein-Gordon e
Dirac usando os chamados harmoénicos esféricos com peso de spin.

Neste trabalho nés discutimos a equagao de onda de segunda ordem generali-
zada no universo de Robertson-Walker n-dimensional, a chamada equacao de Klein-
Gordon generalizada.
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O trabalho estd organizado da seguinte forma: na primeira secao apresenta-
mos o universo de Robertson-Walker e seus casos particulares, na segunda segao
apresentamos a equacao de onda de Klein-Gordon generalizada no universo de
Robertson-Walker explicitamente, separamos as partes angular, radial e temporal
desta equacao usando um sistema de coordenadas conveniente e resolvemos a parte
angular em termos dos harmonicos ultraesféricos. Convém observar que outros sis-
temas de coordenadas podem também ser empregados. Por exemplo, Arcidiacono,
Notte Cuello e Capelas de Oliveira [1] usam coordenadas hiperesféricas canonicas
para resolver a equagao generalizada de Klein-Gordon no universo de de Sitter n-
dimensional. Redmount e Takagi discutem a teoria de campos no universo de de
Sitter mediante sua imersdo no universo de Minkowski chato 5-dimensional [12],
valendo-se das chamadas coordenadas hiperesféricas de Rindler. Enquanto, Po-
larski [11] discute a equagdo de onda generalizada no universo de de Sitter e anti-de
Sitter 4-dimensional usando coordenadas poliesféricas.

Na quarta se¢ao obtemos e discutimos as solugoes da parte radial e temporal da
equacao de Klein-Gordon generalizada, na quinta secao discutimos as solugoes da
parte temporal e reobtemos certos resultados do classico trabalho de Chernikov e
Tagirov [4]. Recuperamos, também, como um caso particular, as exponenciais de
freqiiéncia positiva(negativa) no universo n-dimensional que foram discutidos por
Tagirov [13] e por Wyrozumski [17].

2. O Universo de Robertson-Walker

O universo de Robertson-Walker é obtido das equacgoes de campo de Einstein ho-
mogéneas e isotrépicas na sua parte espacial. Na auséncia de matéria e radiagao,
tal universo, reduz-se aos universos de de Sitter, Minkowski e anti-de Sitter, depen-
dendo da constante cosmoldgica, e consequentemente da curvatura do universo, ser
positiva, nula ou negativa, respectivamente. E com esta restricao que consideramos
o universo de Robertson-Walker.

O universo de Robertson-Walker n-dimensional pode ser visto como uma pseudo-
esfera de raio rq imersa num espaco de Minkowski (n + 1)-dimensional

—(&)* +)_(&)* = (r0)?,

Jj=1

onde &, = fn/\/E erg = fo/\/E, 7o,k € R; para k = 1 tem-se o universo de de
Sitter, para k = —1 tem-se o universo anti-de Sitter e no limite £k — 0 o universo
de Minkowski.

Um possivel sistema de coordenadas admitido pelo universo de Robertson-Walker
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¢éw_1 = nrocoshTsenysenb...seno

&, = rgcoshTcosy, (2.1)

ondeT €eR,0<x<7,0<6;<mj=12,...,.n—-3e0< ¢ <27
Fazendo T = 7rg e 9 = rgtanx tem-se a seguinte expressao para a métrica do

universo de Robertson-Walker
2 2 2 2
o 2 Y 2
—_— d —— | (d 2.2
<T8+Q2> (Q) +(r%+92>(0)]7 ( )

onde (do)? = (df1)? + sen26,(dh2)?... + sen?6; ... sen?60,, 3(dp)? é a métrica da
esfera S™ 2. Note que no limite k — 0, ou 7y — oo tem-se a métrica de Minkowski.

ds®> = —(d7)* + cosh?(7 /1)

3. A Equacgao de Klein-Gordon Generalizada

Nesta secao nds apresentamos e discutimos a chamada equacdo de onda de Klein-
Gordon generalizada no universo de Robertson-Walker. A equagao de Klein-Gordon
generalizada é obtida do operador invariante de Casimir de segunda ordem [7, §]
associado ao grupo de isometrias do universo de Robertson-Walker, o chamado
grupo de Fantappié-de Sitter; mais precisamente: o grupo SO(1,n — 1) para o
universo de de Sitter, o grupo SO(2,n—2) para o universo anti-de Sitter e o grupo de
Poincaré para o universo de Minkowski que é obtido como limite dos dois primeiros,
To — 0o efou k — 0.
De modo geral a equagado de Klein-Gordon generalizada é dada por

n—2
VoV — ———R,%“p — m?h = 0, 3.1
onde R,“ é o escalar de curvatura, m = mgc/h, mgy é massa de repouso, h é a
constante de Planck dividida por 27 e ¢ é a velocidade da luz. Note que esta
equagdo é invariante conforme para m = 0 com peso conforme s =1 —n/2, [15].

Nas coordenadas dadas em (2.1) a eq. (3.1) é dada por

ot 9 (cosh )’“12 + ! ! 9 (sen )"*23
(coshr)n=1 Or ’ or cosh? 7 (sen x)"~2 dx X Ix

A9¢

2
cosh® 7sen 2y

—Q}z/J =0, (3.2)

onde Q =n(n—2)/44rim? e Ny, é o Laplaciano em coordenadas esféricas (n—2)-
dimensional.

A eq. (3.2) pode ser resolvida por separacao de varidveis. As equagoes resul-
tantes nas varidveis 7 e y serdo consideradas na préxima se¢do. A solugao regular
da parte angular é bem conhecida e é dada por

) a-1 d—k
©(0,¢) = aetima® H (sen Opy1)™ CI T2 (cos Opy1) (3.3)

Mg —ME+1
k=0
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onde CZ(I) sao os polinémios de Gegenbauer, ou ultraesféricos, de grau p e ordem
v; d+ 1 =n—2¢é a dimensdo da parte esférica, o uma constante nao nula, [ =
mo=>my>...>2mqg>0,em; € 4" para j =0,1,2...,d.

4. Solucao da Equacao de Campo

Consideramos aqui a equagao de campo, eq. (3.2), que, apds separagao de varidveis,
reduz-se as equagoes diferenciais ordindrias nas varidveis xy e 7; uma vez que ja
conhecemos as solucdes da parte angular e Agyp = —I(l +n — 3)p. Estas equagdes
sao dadas por:

d? d I(l+n-3)
{dX2 + (n—2)cot de sonZy } R(x) R(x) =0, (4.1)
d? d A
{p +(n = Dtanhr o T} T(r) + 0T (r) =0. 2

onde A é uma constante.

A eq. (4.1) admite solugdo regular em y = 0 e x = 7 somente para A =
—s(s+n—2), s € Z* e s > l. Esta solugdo é dada em termos dos polinémios de
Gegenbauer, mais precisamente

R(x) = B(sen x)'C T2/ 2(cos y), (4.3)

s—1

onde 3 é uma constante nao nula.
Introduzindo a mudanga x = senhT na varidvel independente na eq. (4.2)
obtemos a seguinte equagao

d_2+ nr d (2) Q1 +2%) - A
dz? 14 22dx (1+ 22)2

Agora fazendo a mudanca de varidvel dependente T'(z) = (1 + 22)2=")/4y(x)

obtemos
d? 2¢ d 4p? v(l—v)
{da?2+1—|—m2dw}u(x)+[(1+a:2)2+ 14 a2 ]u(x)o, (45)

onde 2v =1 — /1 —4r¢m? e 4u = n — 2 + 2I. Uma solugdo da eq. (4.5) dada em
termos da funcao hipergeométrica é

1+iz\" 1+ix
u(z) = <—1 - 7'T> o Fy (1 —v,v; 1+ 2u; ) . (4.6)

2

Uma outra solucdo linearmente independente da eq. (4.5) é dada pelo complexo
conjugado de u(z). Denotando a primeira solucdo por uy(z) e esta segunda por
u_(z) e notando que
14z
1—ix

— e2z' arctan x’
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temos as duas solucdes linearmente independentes da eq. (4.5)

; 1+
w(w) = et Ry (1 — v+ 2 2”) : (4.7)

onde 4 sao constantes nao nulas convenientes.
Assim, podemos expressar o par de solugoes linearmente independentes da eq.
(4.2) através das fungoes dadas em (4.7), temos

2

Ty (7) = v+ (cosh7) 7 uy(senhT). (4.8)

5. Consideracoes Finais

As propriedades das solugoes dadas em (4.8) sdo apresentadas em um outro trabalho
dos autores [5] e constituem um caso particular dos polinémios E!,(p) introduzidos
anteriormente, também, pelos autores [6]. Tais solugdes sdo anélogas as solugdes de
freqiiéncia positiva(7';) e negativas(7T_) no universo de Minkowski, ou seja, assim
como estas, constituem a solugao temporal da equagao de onda de Klein-Gordon na
base dada por (4.3) e (3.3), conforme também observado por Chernikov e Tagirov,
[4, 13]. Recuperamos as solugoes destes autores no caso do universo de de Sitter
(k =1) fazendo a identificagdo senh 7 = tan®.

Finalmente, consideramos alguns resultados particulares; quando m = 0, a
solugdo da eq. (3.2), é invariante conforme, como j& haviamos observado, temos,
nesta situagao, v = 1 e conseqiientemente u+ = constante.

Para k — 0 e/ou 7y — 00, temos as seguintes aproximagoes

coshT~ 1, senhT~tanhT~7T, tany=~op
e, portanto, a solugdo da eq. (3.2) é dada assintoticamente por

’(/Ji ~ aeiizu‘r(g)l(‘p(ea ¢)7
que sao ondas planas, como no caso Minkowskiano.

Abstract. We discuss the generalized Klein-Gordon second-order partial differen-
tial equation in the Robertson-Walker spacetime. This equation is introduced by
mean of the Casimir second order invariant operator written in hyperspherical co-
ordinates. The de Sitter and anti-de Sitter spacetimes are recovered by means of a
convenient choice of the parameter associated to the spacetime curvature.

We discuss the case where we have positive(negative) frequency exponentials. Fi-
nally we recover the Minkowskian case, i.e. the case of null curvature.
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