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Resumo. Neste trabalho é utilizado o método de Levenberg-Marquardt para esti-
mar os coeficientes das isotermas de adsorção em interfaces gás-ĺıquido em colunas
de bolhas e espuma. São apresentados os resultados obtidos com o uso de dados
simulados da concentração da albumina do soro bovino (BSA).

1. Introdução

Diversas indústrias produzem um volume significativo de efluentes ĺıquidos ricos
em material biológico. Estas indústrias podem ser classificadas basicamente em
três grupos: (i) processamento de alimentos; (ii) fermentados e destilados; e (iii)
indústrias farmacêuticas [1]. Estes produtos devem ser retirados das águas residuais
e alguns podem ser aproveitados na preparação de ração animal. Porém, normal-
mente estes compostos estão dilúıdos ou dissolvidos em baixas concentrações, o que
dificulta seu aproveitamento. Recentemente o mecanismo de adsorção de protéınas
em interfaces gás-ĺıquido tem sido objeto de pesquisa, tanto teórica quanto expe-
rimental, devido à potencial utilização do fracionamento em colunas de bolhas e
espuma como uma alternativa economicamente viável para a recuperação de com-
postos com atividade superficial a partir de soluções dilúıdas [2].

O sistema de fracionamento em colunas de bolha e espuma funciona basicamente
através da injeção de um gás na base de uma coluna contendo a solução. As bolhas
de gás formadas no distribuidor sobem até o topo da coluna e durante este trajeto
adsorvem o soluto, que está dissolvido no ĺıquido. Na região de espuma, ou seção
de enriquecimento, formada acima da coluna de bolhas, é feita então a extração do
material de interesse [3].

Para o melhor entendimento dos processos envolvidos, bem como a passagem da
escala de laboratório para a escala industrial, é necessária a determinação das isoter-
mas de adsorção em interfaces gás-ĺıquido empregadas nos modelos matemáticos e

1lugon@iprj.uerj.br
2ajsneto@iprj.uerj.br
3santana@feq.unicamp.br



162 Lugon Junior, Silva Neto e Santana

numéricos desenvolvidos para a análise do sistema. Neste trabalho é empregada a
abordagem de solução de problema inverso com este objetivo.

A análise de problemas inversos possui inúmeras aplicações relevantes em en-
genharia e medicina, bem como em outros ramos da ciência. Como exemplos da
aplicação de problemas inversos em transferência de calor, citamos a estimativa da
intensidade de fontes térmicas com dependência funcional no espaço e ou no tempo,
a partir da medida transiente de temperaturas [4-6], e a estimativa da condição
inicial de problemas transientes em transferência de calor por condução [7].

Os problemas inversos têm a caracteŕıstica de serem mal-postos [8], e diversas
técnicas de solução têm sido desenvolvidas e aplicadas [9-13]. Usando o método
de Levenberg-Marquardt [14] e medidas simuladas para a albumina do soro bovino
(BSA) são estimados os parâmetros da isoterma e apresentados os intervalos de
confiança para os mesmos.

2. O Problema Direto

O problema direto relativo à adsorção de bio-moléculas em interfaces gás-ĺıquido em
colunas de bolhas consiste essencialmente no cálculo da depleção, ou seja da redução
das concentrações do composto de interesse com o tempo, quando são conhecidas
as propriedades f́ısico-qúımicas e os parâmetros do processo.

2.1. Formulação Matemática do Problema Direto

Será apresentado um modelo para descrever tanto o processo de adsorção quanto a
depleção de soluto para uma solução de protéına. A taxa de adsorção de protéınas
é dada por

ṅ =
6
db

(vgA) Γ, (2.1)

onde db é o diâmetro das bolhas, A é a área da seção transversal da coluna, vg é
a velocidade superficial (vazão de gás dividida pela área da seção transversal da
coluna A), e Γ é a concentração superficial em excesso.

O fluxo de soluto para a superf́ıcie das bolhas pode ser calculado como

{Fluxo Intersticial de Soluto} = kl (Cb − Cs) , (2.2)

onde kl é o coeficiente de transferência de massa, a é a área intersticial das bolhas,
Cb é a concentração de soluto no ĺıquido (bulk) e Cs é a concentração de soluto
junto às bolhas.

Fazendo um simples balanço de massa no volume diferencial representado na
Figura 1, obtém-se

Γsaida∫
0

dΓ
[Cb(t)−Cs(z,t)] =

H∫
0

(kla)db

6vg
dz . (2.3)

Considerando que a velocidade e o diâmetro das bolhas são constantes ao longo da
coluna, e que esta possui seção reta constante, obtém-se, das equações (2.1) e (2.3),
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Figura 1: Coluna de fracionamento

∂Γ (z, t)
∂z

=
(kla) db [Cb (t)− Cs (z, t)]

6vg
. (2.4)

O coeficiente de transferência de massa pode ser calculado pela correlação de
Özturk et al. [15]
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, (2.5)

onde Di é o coeficiente de difusão do tensoativo, µf é a viscosidade do ĺıquido, ρl é
a massa espećıfica do ĺıquido, γ é a tensão superficial, g é a aceleração da gravidade
e ρg é a massa espećıfica do gás.

Γe Cs estão relacionados por uma isoterma de adsorção, cuja formulação depende
do composto de interesse [1]. Um modelo que permite caracterizar com muita
precisão a depleção de protéınas como BSA (Albumina Bovina), Lysozima e β-
Caséına,

Γt = Γ1 + Γ2 =
K1(T ) exp (−λ Γ1)Cs [1 + K2 (T ) âCs]

â [1 + K1 exp (−λ Γ1) Cs]
, (2.6)

onde Γ1 e Γ2 são as concentrações superf́ıciais em excesso da primeira e da segunda
camada respectivamente, e â, λ, K1 e K2 são coeficientes da isoterma.

Esta curva corresponde à modelagem termodinâmica desenvolvida por Guzman
et al. [16], representando 2 camadas de adsorção. A primeira camada é equivalente à
isoterma de Langmuir, podendo saturar, enquanto a segunda camada não apresenta
saturação. Na Tabela 1 são apresentados os valores dos coeficientes â, K1, K2 e λ
para três protéınas.

Aplicando novamente um balanço de massa, obtém-se [1]

dCb

dt
= −kla(1− εg)(Cb − Cs) , (2.7)

onde εg é a fração volumétrica de gás, que pode ser calculada com a correlação
adimensional de Kumar [17],

εg = 0, 728U − 0, 485U2 + 0, 095U3, onde U = vg

[
ρ2

l

γ(ρl−ρg)g

] 1
4

. (2.8)
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Tabela 1: Coeficientes das Isotermas para três protéınas
Protéına â[m2/mg] K1[wt%] K2[mg/(m2 wt%)] λ[m2/mg]
β−Caséına 0,392 36.130 118,5 -0,674
Lysozima 0,338 86.330 607,4 0,641
BSA 0,322 109.400 103,6 1,117

2.2. Solução do Problema Direto

Combinando as equações (2.4) e (2.8) e usando uma condição inicial e uma condição
de contorno do tipo, Γ = 0 em z = 0 e Cb = Cb0 em t = 0, obtém-se a variação da
concentração de soluto no ĺıquido em função do tempo Cb (t).

Santana e Carbonell [3] obtiveram uma solução anaĺıtica para o problema direto
no caso de uma isoterma linear e os resultados obtidos apresentaram boa con-
cordância com dados experimentais. Rosa [2] utilizou um procedimento numérico
para obter uma solução adequada a isoterma de Langmuir e Lugon [18] adaptou
este procedimento para atender às isotermas linear, de Langmuir e de 2 camadas.
Primeiro modifica-se a equação (2.4) obtendo-se uma forma mais conveniente

Γsaída∫
0

dΓ
[Cb(t)−Cs(z,t)] =

H∫
0

(kla)db

6vg
dz, (2.9)

onde H é a altura da coluna de bolhas.
Fazendo um balanço global de massa na coluna de ĺıquido levando em consid-

eração as transferências que ocorrem na interface entre a coluna de bolhas e a coluna
de espuma formada acima desta, obtém-se [2]

dCb

dt
= f (t, Cb) = − 6vg

(1− εg) H db
Γsaída . (2.10)

A equação (2.10) pode ser aproximada por diferenças finitas usando o método
de Runge Kutta de segunda ordem, conhecido como método do ponto médio

Cn+1
b = Cn

b + ∆t f

(
ti +

∆t

2
, Cn

b +
∆t

2
f (ti, Cn

b )
)

, (2.11)

com C0
b = Cb (t = 0) = Cb0, onde ∆t é o passo no tempo, e n indica o instante t e

n + 1 o instante t + ∆t.

3. O Problema Inverso

Silva Neto e Moura Neto [19] classificaram os problemas inversos levando em con-
sideração a dimensão do modelo matemático e a dimensão dos objetos a serem
estimados. Esta classificação está apresentada na Tabela 2.

O problema inverso aqui considerado consiste na estimativa dos coeficientes da
isoterma de adsorção a partir de medidas experimentais das concentrações do soluto
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Tabela 2: Classificação dos problemas inversos
Modelo Matemático Estimativa

Dimensão finita (constante) Dimensão infinita (função)
Dimensão finita1 Tipo I Não se aplica

Dimensão infinita2 Tipo II Tipo III
1 por exemplo: sistema de equações algébricas
2 por exemplo: equação diferencial parcial ou equação integro-diferencial

dissolvido no ĺıquido em função do tempo. Tem-se, portanto um problema inverso
do Tipo II, ou seja, o modelo matemático é de dimensão infinita e a estimativa de
dimensão finita.

3.1. Formulação do Problema Inverso

Para o processo de transferência de massa através da adsorção de tensoativos na
interface gás-ĺıquido em colunas de bolhas, segundo a formulação apresentada na
Seção 2.1, tem-se o interesse em estimar simultaneamente, ou não, os coeficientes
da isoterma (â, λ, K1 e K2).

Como a quantidade de medidas experimentais é superior ao número de incógnitas
a serem estimadas, o problema inverso é resolvido como um problema de otimização
de dimensão finita onde busca-se minimizar o funcional de reśıduos quadrados

S =
N∑

i=1

(
Cbi(~P)−Yi

σi

)2

= ~FT W ~F, (3.1)

onde Yi é a concentração de soluto medida no ĺıquido, Cbi é a concentração calculada,
M é o número de medidas experimentais, ~P é o vetor de incógnitas, σi é o desvio
padrão dos erros das medidas de concentração, W é a matriz de peso contendo o
inverso das variâncias na diagonal e Fi = Cbi − Yi , i = 1, 2, ...,M .

3.2. Solução do Problema Inverso

Para a solução do problema inverso de transferência de massa descrito na seção
anterior foi usado o método de Levenberg-Marquardt [14]. Este método tem sido
usado com sucesso na solução de problemas inversos do Tipo II [5,21].

Buscando minimizar a norma S é primeiramente escrita a equação do ponto
cŕıtico

dS

d~P
= d

d~P

(
~FT W ~F

)
= 0 => JT W ~F = 0, (3.2)

onde J é a matriz Jacobiana, com os elementos Jps = ∂Cbp

∂Ps
sendo p = 1, 2, ...M e

s = 1, 2, ...N , e N é o número total de incógnitas.
Aplica-se então uma expansão em série de Taylor a ~F

(
~P
)
, mantendo apenas os

termos até a primeira ordem,
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~F (~P + ∆~P ) = ~F (~P ) + J∆~P . (3.3)

Utilizando a expansão acima na Eq. (13) obtém-se

JT WJ∆~P = −JT W ~F (~P ). (3.4)

No método de Levenberg-Marquardt é somado à diagonal da matriz JT J um
valorβ para aux́ılio na convergência do método, sendo este valor reduzido durante
o procedimento iterativo que é executado até que se satisfaça um critério de con-
vergência estabelecido a priori.

Para a utilização no procedimento iterativo, a equação (3.4) é escrita de uma
forma mais conveniente,

JT WJ∆~P = −JT W ~F (~P ). (3.5)

O procedimento iterativo é iniciado com uma estimativa para os parâmetros, ~P 0,
sendo novas estimativas obtidas com ~Pn = ~Pn−1 +∆~Pn, calculando-se as correções
∆~Pncom a equação (3.5), até que o critério de convergência

∆~Pn = −
[
(Jn)T

WJn + Iβ
]−1

(Jn)T
W ~F

(
~Pn

)
(3.6)

seja satisfeito, onde ε é um número pequeno, e.g. 10−5, I é a matriz identidade e n
é o contador de iterações

Os elementos da matriz Jacobiana, bem como o termo do lado direito da equação
(3.6), são calculados a cada iteração usando a solução do problema direto empre-
gando as estimativas para as incógnitas obtidas na iteração anterior.

Deve ser observado que o problema dado pela equação (3.6) é diferente do prob-
lema original dado pela equação (3.5). Ao longo do procedimento iterativo busca-se,
portanto, reduzir o valor do fator de amortecimento, β, para que ao se atingir a
convergência tenha-se a solução do problema original.

3.3. Intervalos de Confiança

Os intervalos de confiança para as estimativas ~Pn são calculados usando o proce-
dimento desenvolvido por Gallant [20]. Empregando a notação utilizada por Huang
e Özisik [21], ∣∣∣∆P k

n

P k
n

∣∣∣ < ε, n = 1, 2, . . . , N, (3.7)

onde ~Cb é o vetor contendo os elementos {Cbi} e σ é o desvio padrão dos erros
experimentais.

Assumindo uma distribuição normal para os erros experimentais, e 99 % de
confiabilidade, os limites de intervalos de confiança para as estimativas Ps, s =
1, 2, ..., N , são calculados por Flach e Özisik [22]

σ~P = σ

{
diag

[
∂ ~CT

b

∂ ~P

∂ ~Cb

∂ ~P T

]−1
}1/2

. (3.8)
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4. Projeto de Experimentos

O uso de experimentos bem projetados deve resultar em estimativas mais precisas
e confiáveis. Duas ferramentas dispońıveis para este projeto envolvem a análise dos
coeficientes de sensibilidade e do determinante da matriz XT X.

4.1. Coeficientes de Sensibilidade

As derivadas parciais das variáveis de estado, em nosso caso a concentração de
tensoativos, em relação aos parâmetros que se deseja estimar, por exemplo os
parâmetros da isoterma ou o diâmetro das bolhas, são chamadas de coeficientes de
sensibilidade. Através da análise destes coeficientes pode-se concluir se o propósito
de estimar certos parâmetros tem chance de ser bem sucedido. De fato estes per-
mitem o projeto de experimentos otimizados onde buscam-se medidas experimentais
que sejam influenciadas significativamente pelas grandezas que se deseja determinar.

Dowding et al. [23], analisaram o cálculo e o uso de coeficientes de sensibilidade
em problemas de condução de calor, demonstrando como estes fornecem informações
fundamentais sobre os efeitos dos parâmetros nas respostas dos modelos.

Para a obtenção de boas estimativas, é fundamental que os coeficientes de sen-
sibilidade tenham valores relativamente elevados, fazendo com que as respostas do
modelo reflitam pequenas mudanças nas grandezas a serem estimadas.

Quando são estimadas várias grandezas diferentes simultaneamente, são utiliza-
dos os coeficientes escalonados ou modificados.

Quando estimam-se diversos parâmetros de um modelo, os efeitos de cada um de-
les nas concentrações devem ser diferentes, ou seja independentes. Se os coeficientes
de sensibilidade de dois parâmetros têm a mesma forma, significa que eles afetam
as concentrações da mesma maneira e então é dif́ıcil distinguir suas influências e
portanto estimá-los.

Na Figura 2 são apresentados os Coeficientes de Sensibilidade para um ex-
perimento com BSA, concentração inicial Cb0 = 316g/m3, altura da coluna de
ĺıquido H = 0, 60 m, diâmetro das bolhas db = 1, 0 mm e velocidade superficial
vg = 0, 14 cm/s.

No caso representado na Figura 2, trata-se de um experimento não ótimo,
observa-se a dificuldade de estimar os coeficientes λ e K1 devido a sua pequena
sensibilidade e os coeficientes â e K2 simultaneamente pela semelhança nas formas
de suas sensibilidades.

4.2. Determinante da Matriz XT X

Quando se pretende estimar dois ou mais parâmetros simultaneamente, existem
diversos critérios de otimização posśıveis, todos dados em termos de XT X, pode-
mos citar: (i) maximização do determinante de XT X; (ii) maximização do menor
autovalor de XT X; (iii) maximização do traço de XT X[10].



168 Lugon Junior, Silva Neto e Santana

Figura 2: Coeficientes de Sensibilidade para BSA

Em nosso estudo foi utilizado o primeiro, ou seja, a maximização do determi-
nante da matriz XT X. Na Figura 3, estão representados os valores deste determi-
nante, para estimativa simultânea de â e K2, variando-se condições de operação dos
experimentos.

Figura 3: Determinante da matriz XT X

5. Resultados e Conclusões

Com objetivo de comparar o resultado das estimativas com uso de um experi-
mento ótimo e com um outro não otimizado, efetuou-se a estimativa de â e K2

com uma série de experimentos gerados numericamente, através da adição de er-
ros randômicos. Os resultados destas estimativas estão representados na Figura
4. Pode-se observar que os intervalos de confiança para ambos os parâmetros são
menores para o experimento otimizado e as estimativas são mais próximas ao valor
original.

Os resultados obtidos até o momento para as estimativas das isotermas de ad-
sorção são extremamente satisfatórios. Foram também considerados outros tensoa-
tivos tais como brometo de hexadeciltrimetil amônio (CTAB) e cytochrome C.
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Figura 4: Resultados das estimativas de â e K2 para diferentes corridas
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