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Métodos de Pontos Interiores Aplicados ao
Problema de Regressao pela Norma L,

A.R.L. OLIVEIRA? D.R. CANTANES3 Instituto de Matematica, Estatistica e de
Ciéncia da Computacao, UNICAMP, 13081-970 Campinas, SP, Brasil.

Resumo. Os métodos de pontos interiores barreira logaritmica sdo desenvolvidos
para o problema de regressao pela norma L, e a estrutura matricial resultante é ex-
plorada objetivando uma implementacéo eficiente. Alguns conceitos dos métodos
de pontos interiores sdo apresentados e um método de convergéncia quadrética
existente é descrito. As implementagoes dos métodos de pontos interiores desen-
volvidos sao comparadas com o método ja existente obtendo melhor desempenho
computacional para problemas de grande porte.

1. Introducao

O método IRLS iteratively reweighted least-squares [6] foi, por muito tempo, a tinica
alternativa prética para a resolucao do problema de regressao pela norma L,. Mais
recentemente este método foi aperfeicoado, no que diz respeito a robustez, através
da inclusdo de uma busca linear [4]. No mesmo trabalho, foi também proposto um
novo método que apresenta caracteristicas similares aos métodos de pontos interi-
ores. Este método apresentou resultados computacionais superiores ao IRLS.

Ambos métodos apresentados em [4] tém uma importante desvantagem: a
busca linear é computacionalmente cara. Isto leva a acreditar que os métodos de
pontos interiores aplicados a este problema podem obter resultados computacionais
superiores, repetindo o desempenho obtido na minimizacao pelas normas Li e L
em [8, 9], respectivamente.

Um terceiro método, desenvolvido em [2], utiliza a relaxagdo de coluna para
calcular a solugao da norma L, de um sistema de equacoes lineares inconsistentes.
Nao realizamos experimentos computacionais com este método uma vez que somente
uma varidvel é atualizada a cada iteragao, devendo convergir muito lentamente.

2. O Problema de Regressao pela Norma L,

O problema de regressao

min [|A'z o[>, (2.1)

IEste trabalho tem apoio parcial da FAPESP (Fundacio de Amparo a Pesquisa do Estado de
Sao Paulo) e CNPq (Conselho Nacional Brasileiro de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico).

2aurelio@ime.unicamp.br

3dcantane@ime.unicamp.br



270 Oliveira e Cantane

onde A = [ay,...,a,] € R"™™, b € R™ e m > n, tem intimeras aplicagbes em
diversas dreas de ciéncias e engenharias. As normas mais utilizadas sdo as normas
Lo, muito popular, entre outros motivos, por permitir uma solugao direta; L1, que
permite diminuir o efeito de pontos discrepantes e L., que garante protecao contra
o pior caso. Os dois ultimos problemas podem ser formulados por programagao
linear e os métodos de pontos interiores aplicados a estes problemas permitem a
exploragao da estrutura matricial do problema de forma bastante eficiente [8, 9].
O problema de regressao L, pode ser formulado da seguinte forma:

. . . p
minimize ||7(|, (2.2)
sujeito a Ax +r =b,
onde 1 < p < 2. Este problema pode combinar as propriedades de regressao das

normas 1 e 2 de forma apropriada para cada aplicagao.
Definindo r = u — v, podemos reescrever o problema (2.2) da seguinte forma:

n
minimize Z (u; 4+ v;)? (2.3)
i=1
sujeito a Az +u—v=>, (u,v)>0,
pois sempre existe uma solugao 6tima tal que u; = 0 ou v; = 0. Com este modelo
nao é necessdrio trabalhar com valores absolutos e, portanto, temos uma funcgao

cuja primeira derivada é definida para qualquer ponto. Além disso, quando p = 1
temos o modelo de regressao L; resultando em um problema de otimizagao linear.

2.1. Método GNCS

Nesta secao, serd apresentado um resumo do método desenvolvido em [4] para o pro-
blema de regressao pela norma L,. O método referido como GNCS é um método de
Newton globalizado que usa as condigoes de folgas complementares para o problema
da norma L,. O contetido e as notacoes desta segdo estdo de acordo com o artigo
[4].
Dado o ponto inicial 70 = A'z% — b com [r% > 0 e A°.
Passol: Calcular
0 = (n"e) ./ (v]g"| +n"e).
onde 0 <y <1, e =[1,...,1] € R™, g& = p(|r¥|)P~1o* e
Dk k _ )\lc
7" = max {max{r(gio)} ,max {max {|\"| — |gk|,0}}}.
o(r°)
Sejam DF = diag (|rk|), D} = diag (’pgk — (e — Gk) Kk )\k‘).
Defina D* = (DF(DJ)=1)'/2;
Passo2: Calcule a direciao d* por
A(D¥)r =0,
A(DF)7? Atda* = —AD"gF,
d* = Atdz*,
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Atualize \FHL: \FHL (fo)_1 DhdF + g*.
Passo3: Calcule
i
Tkmax(r,l k)
Y+n

Use o procedimento de busca linear para encontrar o, descrito a seguir.
Atualize 7511 — vk 4 oFfdk k — k + 1.
Va para o passo 1.

2.1.1. Procedimento de Busca Linear

Dados 7%, By € (0,1), d*, k. &% pp >0 (p.ex. 109) e af definido por

dr’

7

k
_ ok kTP k gk
J=90; tap = rid; <0p.

Passol: Seja of = min(r* + afd*) com g(r* + o¥d*)td* > 0. Se

k+1 k k kNt 7k
o(rF ) < o(r®) + Bra Ve (r*)td", (2.4)
onde r**1 = r¥ 4 okdF ¢ satisfeito com oF, seja a’;ﬁ < max {af :0<ak < af} e
defina of — oz’qzﬁ + 7R (o — a’;) e retorna; caso contrario, continua;

Passo 2: Se (2.4) ndo é satisfeito com ¥ = 1, continua para o préximo passo.
Caso contrario, estabeleca

& 1, se min(|rk+dk|) > 0;
T ek + (1 —ak,), caso contrério
# i )

onde a’;& «— max {af 0L ozf < 1}, retorna;
Passo 3: Seja

. &k, se min (|r* + a*d*|) > 0;
@ T ok 4 rR(ak — ak), caso contrério
# # ’

t
k g" dk

onde a’j# < max {ozi—C :0< af < dk} eq” =—— ,  retorna.
d* diag(p(|r*|)P~2)d*

2.1.2. Critério de Convergéncia

[(r* ) — o(r®)] K

¢(rk+1) <e ou n <e
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3. Meétodo Barreira Logaritmica

O problema (2.3) também pode ser escrito como

n
min Z (u; +v;)?
i=1

sa. Az+u—v—-b=0, (u,v)>0.

n
A fungéo objetivo é denotada em termos de u e v por ¢(u,v) Z (u; +v;),
i=1

gu :|a Onde gui = gUL' = p(uZ +
vi)pil e v2¢ = |: vgu :| , onde vg’Uij = vgvij = (u; + Ui)2_p,
v 0,

o gradiente V¢(u,v) é denotado por g = [

se i = j,

sei#£j
é uma matriz diagonal denotada por G.
Utilizando o Método Barreira Logaritmica [3, 11], temos

n

min Z(ul—i—vl —uZln (u;) Zln (v;)

i=1 i=1
sa. Arxr+u—v—0b=0,

onde p > 0 é o pardmetro barreira (1 — 0). A Lagrangeana é dada por
L:Z u; + ;) —uZln Uu;) Zln (v;) + ¥y (Az +u —v —b),
=1 i=1

onde y é o multiplicador de Lagrange.
Aplicando as condigoes de otimalidade [11], obtemos

Aly 0
Ar+u—v—1> 0
L = = .1
\V/ g—pU te+y 01|’ (3.1)
J(UU,.%U,U) qg— ’u/V_le -y 0
onde U e V sao matrizes diagonais cujos elementos nao nulos sao u e v respectiva-
mente e e = (1,1,...,1)%.
Reescrevendo as duas iltimas equacoes de (3.1),
Aty 0
Ar+u—v -0 0
VL = =
-~ U(g+vy) e
@y ) V(g —y) pe
Utilizando o Método de Newton [11], chegamos a
0 At 0 0 dx 1 — Aty
A 0 1 -1 dy | _ | r2 | _ | “Az—u+v+0b (3.2)
0 U Ilg+y) +UG UG du | — | r3 | T —U(g+vy)+ pe ’
0 -V VG I(g—y)+ VG dv T4 —V(g—y) + pe
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Resolvendo (3.2), obtemos as dire¢oes dx, dy, du, dv. Através de eliminacao de
varidveis o sistema (3.2) se reduz a

de = (A'DA) 'r,
dy = D{rg—Adm—Du_lrg—i- [Dv—VUGQDu_l]_l (I+Du"'UG) (r4—Du_1VGr3)},
dv = [Dy- VUG D] [ra+ Vdy+ D" (~VGrs + VUGdy)] ,
du = 7rD, ! (rs —Udy—UGdv),
onde
r1 = _Aty,
ro = —Axr—u+v+b,
rs = =U(g+vy)+ pe,
ra = —V(g—y)+ pe,
D, = [I(9+y) +UG],
Dy, = [l(g—y)+VG],
D = {Du_lUJr [D, - vUG*D, ] [V (I+Du_1UG)2]}71,
r o= {rl — A'D |:r2—Du_1r3+ [DU—VUGQDu_l]_I (I+Du_1U) (r4—Du_1VGr3)]}.

No célculo do passo «, u e v devem permanecer estritamente positivos [11].

a=min< 7| min — i , 7 min — Vi ,1,, onde 7 = 0.9995.
du; <0 dul dv; <0 d’Ui

Conhecendo as diregoes e os passos, as varidveis podem ser atualizadas por

ot =gk 4 adzx, ka = yk + ady,

uF = oF 4+ adu, VP = oF + adv.
A atualizagdo do parametro barreira é dada por

"
phtl = F, onde 3> 1.

3.1. Critério de Convergéncia

O critério de convergéncia é baseado nas condiges de otimalidade (3.1):

VL]

N = <e
(L[|l + Null + [[oll + llyll) (2n)

Utilizamos também um critério de convergéncia baseado na diferenga dos va-
lores de N atual e da iteragao anterior: |N’“Jr1 — N’“| < €.
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3.2. Pontos Iniciais
Os pontos iniciais sao calculados baseados nas idéias desenvolvidas em [1],

Iﬁ:’f’o

¥ = (ATA) A, 0 =b— Ax0, 4P

Y =10
170l oo
A+1 A—1
r? se r? > 0, r? se T? > 0,
u) = 2 9 = 2
i A — i A+1
0 - 0 ‘e
——3 r; caso contrario, - r; caso contrario.

Em [1] uw e v ndo sao definidos, no entanto esta escolha foi proposta em [9] de tal
forma que satisfaca a relacdo u® +v° = |Ar%|. Assim, se A é O(1), ambos u° e v° sdo
da mesma ordem de 7°. Lembramos que, por definicdo, r = u — v. Estabelecemos
K= 0,975.

4. Meétodo Preditor-Corretor

No método preditor-corretor [5, 7, 10], primeiramente tomamos um passo afim em
que o parametro barreira g = 0. Assim, temos que resolver o sistema

0 At 0 0 dz g
A 0 1 —I dy | _ | 2
0 U I(g+y+UG UG du | 7 | 73
0 -V VG I(g—y)+ VG dv 4
— Aty
—Az—u+v+b
- 4.1
=U(g+v) (4.1)
—Vig—v)

que é o mesmo sistema dado pela Equagao (3.2) com pu = 0.

Resolvendo o sistema (4.1) e através de eliminacdo de varidveis, obtemos as
diregoes dzx,dy,du,dv, que sdo as mesmas diregoes de (3.2) com p = 0. Dessa
forma, obtemos as direcoes afins do nosso problema. Agora, podemos impor um
valor para o parametro barreira p e a correcao nao linear para resolver o segundo
sistema linear que é dado por

0 At 0 0 dz 1
A 0 I —I dy | | ™
0 U I(g+y)+UG UG du | — | 73
0 -V VG Ig—y)+VG dv T4
— Aty
—Az—u+v+b

~U(g+y)+pe—dUdVe |’

V(g —y) +pe—dUdVe
onde dU e dV sdo matrizes diagonais de du e dv respectivamente (direcoes afins
obtidas no primeiro sistema linear). Observe que temos a mesma matriz nos dois
sistemas lineares, a diferenca entre eles se encontra apenas nos vetores 13, 1’3 € 174, 7'4.
A fatoragao da matriz nao é afetada por u, pois 0 mesmo aparece apenas nos vetores
r3 e rq. Assim, temos as direcoes
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dr = (A'DA) '+,
dy = D {7’2 — Adr — Dy~ + [Dy — VUG D, T (14 D TUG) (- D’lecvﬁz)} ,
dv = [Dy-vUG D, [Fa+ Vdy+ Dt (~VGrs + VUGdY)]
du = D, ! (r3 — Udy — UGdv)
onde
7'A1 = _Aty)
rp = —Azx—u+v+Db,
3 = —U(g+y)+pue—dUdVe,
s = —V(g—y)+pe— dUdVe,
D. = [I(g+y)+UG],
Dy, = [Ilg—y) +Vdl],
D = {D’u*lU+ D, -vuerp, ] [V (I+[5u71UG)2]}71,

i
I

{ra _A'D |:'rA2 — Dy s+ [Dy - VUGQLSufl] -t (r+ fjuflUG) (ra — Euflver},)} }

O célculo do passo « e a atualizacao das varidveis sao analogos ao método
primal-dual barreira logaritmica.

4.1. Algumas Consideragoes

O critério de convergéncia e o ponto inicial sio os mesmos utilizados no método de
pontos interiores barreira logaritmica. Na maioria dos métodos de pontos interiores
0 passo mais caro em termos computacionais é a solucao do sistema linear com
uma matriz do tipo A*DA, onde D é uma matriz diagonal. O sistema linear obtido
em nosso trabalho é simétrico e definido positivo e assim pode ser resolvido pela
fatoracao de Cholesky. Obtemos, entao, um sistema muito menor que o sistema
original (2.1) e da mesma dimensao dos sistemas resolvidos pelo método do Y. Li
[4]. No método preditor-corretor, apesar de resolvermos dois sistemas lineares em
cada iteragao, os calculos utilizados para construir a matriz sao efetuados uma tnica
vez pois a matriz é a mesma para ambos sistemas lineares.

5. Resultados Computacionais

Aproximamos f(z), calculado em z = 0, %, ..., 1, por um polinémio de grau n — 1

tal que as normas L, s@o minimizadas. As duas funcoes testes utilizadas sao as
mesmas fungoes utilizadas em [4] e sdo dadas por

5, se0,1<z2<0,2,
0, caso contrario.

1) =V1+z, falz)=¢€° +{

O método de pontos interiores primal-dual barreira logaritmica, referido como
PD, assim como o método preditor-corretor, referido como PC e o método de con-
vergéncia GNCS foram implementados em Matlab 5.3, com o sistema operacional
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Windows Mileniun, processador Intel Celeron 700MHz.

As Tabelas 1 e 2 mostram os resultados obtidos pelos programas métodos
de pontos interiores barreira logaritmica, preditor-corretor e o método GNCS uti-
lizando f1(z) e fa(z) respectivamente. Utilizamos o pardmetro barreira p = 0,001
e os critérios de parada e = 107 e ¢; = 1073.

P PD pPC GNCS
It | Flops FO It | Flops FO It | Flops FO
1 1| 1948 0,0418 | 1| 2351 0,0418 | 11 | 13759 0,0398
1,01 | 1| 1948 0,0396 | 1| 2351 0,0396 | 11 | 13831 0,0378
1,1 1| 1948 0,0245 | 1| 2351 0,0245 | 11 | 13831 0,0238
1,2 1| 1952 0,0146 | 1 | 2359 0,0146 | 15 | 18831 0,0142
1,3 1| 1948 0,0091 | 1| 2351 0,0090 | 6 | 7511 0,0085
1,4 1| 1948 0,0052 | 1| 2351 0,0052 | 6 | 7511 0,0051
1,5 1| 1948 0,0031 | 1| 2351 0,0031 | 6 | 7511 0,0031
1,6 1| 1952 0,0018 | 1 | 2359 0,0018 | 6 | 7491 0,0018
1,7 1| 1948 0,0011 | 1| 2351 0,0011 | 5| 6261 0,0011
1,8 1| 1948 | 6,5573e-4 | 1 | 2351 | 6,5572e-4 | 4 | 5031 | 6,5427e-4
1,9 1| 1948 | 3,9242e-4 | 1| 2351 | 3,9242e-4 | 4 | 5031 | 3,9208e-4
Tabela 1: Resultados computacionais utilizando a funcao fi(z).
p PD pPC GNCS
It | Flops FO It | Flops FO It | Flops FO

1 2| 3205 | 0,5566 | 2 | 4031 | 0,5558 | 7 | 8705 | 0,5280

1,01 | 2| 3205 | 0,5417 | 2 | 4031 | 0,5409 | 7| 8721 | 0,5145

1,1 2| 3205 | 0,4240 | 2 | 4031 | 0,4238 | 10 | 12431 | 0,4081

1,2 2| 3205 | 0,3242 | 2 | 4031 | 0,3239 | 8 | 9971 | 0,3162

1,3 2| 3205 | 0,2485 | 2 | 4031 | 0,2477 | 13 | 16331 | 0,2457

1,4 2| 3205 | 0,1923 | 2 | 4031 | 0,1903 | 10 | 12511 | 0,1902

1,5 1] 1948 | 0,1476 | 1 | 2351 | 0,1485 | 11 | 13741 | 0,1473

1,6 1| 1948 | 0,1170 | 1 | 2351 | 0,1172 | 9 | 11331 | 0,1141

1,7 1] 1938 | 0,0910 | 2| 4011 | 0,0907 | 8 | 10081 | 0,0884

1,8 2| 3195 | 0,0694 | 2| 4011 | 0,0693 | 6 | 7581 | 0,0685

1,9 2| 3195 | 0,0534 | 2| 4011 | 0,0534 | 4 | 5011 | 0,0532

Tabela 2: Resultados computacionais utilizando a func¢ao fa(z).

Utilizamos, agora, um problema de grande porte no qual estamos principal-
mente interessados em comparar o tempo de CPU em segundos e nimero de it-
eragoes necessarios para a convergéncia do métodos. O conjunto contém os dados
“Prime Rate” (PR). O conjunto de dados compreende valores dos juros didrios ao
longo de 40 anos, finais-de-semanas e feriados nao foram considerados, totalizando
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10958 valores observados. Para aperfeicoar a estabilidade numérica dos métodos,
os dados (observados) foram normalizados no intervalo [0,1]. Estes experimentos
foram realizados em uma estacao Sun Blade 100 com Matlab 6.0, assim, nao foi
possivel estimar o nimero de flops. Utilizamos o parametro barreira u = 0,01 e os
critérios de parada e = 1078, ¢, =107% e e = 1078, ¢; = 1076 respectivamente. Os
resultados obtidos se encontram na Tabela 3.

P PD PC GNCS

It | Tempo | It | Tempo | It | Tempo
1,1 ] 1 8173 | 1 936,5 | 3 | 2108,1
1,2 1 835,7 | 1 893,8 | 3 | 1499,3
1,311 6952 | 1 622,9 | 3 | 15248
14| 1 642,8 | 1 7819 | 3| 1851,1
1,5 | 1 512,8 | 1| 1214,7 | 3 | 14753
16| 2| 1001,7 | 2| 1775,6 | 3 | 1483,1
1,7 2 933,5 | 2 957,77 | 3| 15024
1.8 2| 1156,8 | 2 | 1009,1 | 3 | 1327,0
1,9 | 3| 1341,6 | 3 | 1236,9 | 3 | 1268,1
2,0 3| 1670,6 | 3| 13345 | 2 870,8
P PD PC GNCS

It | Tempo | It | Tempo | It | Tempo
1,1 | 7] 2391,1 1 563,0 | 3 | 3026,1
1,2 | 7] 2507,9 | 10 | 4546,1 | 3 | 2547,8
1.3 71 29216 | 8| 3253,6 | 3 | 19827
1.4 7] 3008,6 | 7| 29748 | 5| 39289
15| 5| 2158,6 | 5| 2341,0 | 5 | 43777
1,6 | 5| 2067,5 | 5| 2317,1 | 5| 4690,8
1,71 5] 2151,5 | 5| 24972 | 5 | 4484,3
1,8 | 5| 2197,7 | 4| 2207,7 | 4 | 3699,2
1.9 4| 1713,7 | 4| 2389,6 | 4 | 3850,9
2,0 | 4] 1690,0 | 3| 1712,1 | 3 | 2042,5

Tabela 3: Resultados computacionais utilizando o problema de grande porte.

6. Conclusoes

Podemos verificar que os métodos de pontos interiores apresentam desempenho
computacional superior ao método GNCS, tanto em relagdo a robustez quanto ao
tempo computacional.

Os métodos de pontos interiores barreira logaritmica e preditor-corretor con-
vergem para problemas de grande porte em menos iteragoes e com esforgo por
iteragdo muito menor que o método GNCS [4] utilizando o critério de convergéncia
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(3.1.) e 0 €; = 10~%. Utilizando o mesmo critério de convergéncia e ¢, = 1075, o
GNCS obtém menor nimero de iteragdes mas como sua busca linear é muito cara
o desempenho dos métodos de pontos interiores é superior. O método GNCS uti-
lizando o critério de convergéncia (2.1.2.) proposto em [4] ndo converge mesmo apds
100 iteragoes. Finalmente, o método primal-dual apresenta desempenho computa-

cional ligeiramente superior ao método preditor-corretor.

Abstract.The logarithmic barrier interior point methods are developed for the re-
gression norm L, problem and the resultant matrix structure is exploited in order
to have an efficient implementation. Some concepts of interior point methods are
presented and an existing quadratic convergent method is described. Implementa-
tions of interior point methods developed are compared with the existing method
obtaining a better computational performance for large scale problems.
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