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Resumo. Termodindmica estendida é uma teoria fenomenolégica com o objetivo
principal de determinar os campos de deformacio, temperatura, tensdo e fluxo
de calor. As equagOes da termodinamica estendida consistem das leis usuais de
conservagao de massa, momento e energia e um conjunto de equacoes de balanco
adicionais, e tem sido aplicadas para a formulacdo de termodinamica estendida de
fluidos [1],[6] bem como sélidos viscoeldsticos. Aqui serd formulada uma teoria
similar para fluido viscoso com condugao de calor. Propagagao de ondas em gases
ideais tem sido analisada.

1. Introducao

A termodinamica estendida para gases ideais monatémicos, como uma teoria de 13
momentos, i.e., densidade, velocidade, tensor tensao e fluxo de calor, foi primeira-
mente formulada por Liu e Miiller [5]. A teoria proposta neste artigo trata também
os fluidos viscosos. Porém, em vez de identificar a energia com o trago do momento
de segunda ordem (tensor tensdo), a energia é considerada como um campo inde-
pendente. Assim, além de 13 equacoes de balanco usuais, é aumentada a equagao
da energia total, e conseqiientemente, a teoria consiste num sistema de 14 equagoes
de balanco.

Nao muito diferente da teoria proposta em [1], a andlise do presente trabalho
baseia-se no procedimento proposto em [3], o que facilita a exploracgdo do principio
de entropia para deduzir as equagoes constitutivas.

Aqui é usada a notagao usual da soma sobre indices repetidos. Parénteses indi-
cam a simetrizagdo A(;;) = 3(A;; + Aj;) e o simbolo () indica a simetrizagio sem
tra(;o A(z]) = A(”) — %Assdij.
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2. Equacoes de Balanco

As leis de conservagao de massa, momento linear e energia em um sistema de co-
ordenadas espaciais (z;,t) relativo a um referencial inercial e livres de suprimento
externo, sao escritas como

@ dovy
9 8t@ oxy, o
QV;
— (ovive — T:) = 2.1
, 5t +a (ovivg — Tig) = 0, (2.1)
gf (Qe”Uk vl + qrx) =0,

onde e = (v2/2 + €) é a energia total especifica.

No6s consideramos um estado de um fluido viscoso condutor de calor caracte-
rizado pelos 14 campos (o,v;,0,T;;,¢q;), que representam a densidade de massa, a
velocidade, a temperatura, o tensor tensao de Cauchy e o fluxo de calor, respectiva-
mente. Estas equagoes estao baseadas nas leis de conservagao (2.1) e nas equagoes

OF;; 0
atj + %(Fijvk + Gij) = Pij,
8F,»Z-j 0 g (22)
ot %(Fiijvk + Giijr) = Puj,

para os momentos Fjj, Fi;;, seus fluxos Gji, Giiji € produgoes Pij e P , que sao
acrescentadas para construirmos uma teoria estendida de 14 momentos para fluidos
viscosos com conducgao de calor.

O requerimento da invaridncia Galileana do sistema de equacoes de balango
(2.1)-(2.2) implica a seguinte dependéncia explicita da velocidade v; (ver [6]),

Fij = ovivj + i,
Gijk = ViDjk +VjDik + Dijk,
Py = mj,
Fiij = 0vviv; + 20450 + 0405 + 0iijs
Giijk =  iVipjk + 20058 + 203Dk + VjDiik + Piijk,
Pyj = g+ 3vmg,

onde, respectivamente, 0;j, 0iij, Pijk, Piijk, Tij, Ti; 580 as partes internas dos
momentos Fj; e Fyj, dos fluxos Gy, e Gyir e das produgoes P;; e Py;;. Motiva-
dos pela teoria cinética de gases, admitiremos que Fj;, Gijk, Pij, Fiij, Giiji, Piij sao
simétricos nos indices 4, j. Admitiremos ainda que as quantidades g5, pi; = —T3;,
Dijks Tij, Piik»> Piijk, Taj assim como o, €, Ti, qr sao quantidades objetivas.

Em vez de considerar (o,v;,6,T;;,q;) como as varidveis campos bésicos do
sistema (2.1)-(2.2), ndés podemos escolher as varidveis (o,v;,0, Fij, Fi;j), por con-
veniéncia, assumindo uma certa invertibilidade usual das funcoes constitutivas. Por-

tanto o sistema (2.1)-(2.2) serd completado pelas relagoes constitutivas

C = C(o,vi,0, Fij, Fiij)- (2.3)
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Aqui C representa as quantidades constitutivas {0i;, gk, Tij, Pijks Tijs Giijk, Tiij }-
Todo campo (o,v;,0, F;, Fi;;) que satisfaca o sistema (2.1)-(2.2) junto com as
relagbes constitutivas (2.3), serd chamado processo termodindmico.

3. Principio de Entropia

O principio de entropia estabelece que para todo processo termodindamico a ine-
quacao de entropia
oon 0

—— 4+ — (o +P) =2 >0
ot 8%(977 k k) 2
deve ser valida, onde o fluxo de entropia ®,, a producgao de entropia X e a densidade
de entropia especifica 7, sdo também dadas pelas relacoes constitutivas da forma
(2.3). Além disso, a fungdo h = pn é admitida ser concava nas varidveis campos
bésicos e tanto h quanto ® = (P, Py, P3) sdo admitidas ser objetivas.

As equagdes (2.1) e (2.2) podem ser escritas na forma compacta,

ou 0

v, 0 G.) =P 3.1
5 T axk(’lwar k) =P, (3.1)
com u = (o, 0v;,0e, Fij, Fii;), Gp = (0,—Ti, —v;Tir + qi, Giji, Giiji), € P =
(0,0,0, P;;, P;;;). O principio de entropia implica na existéncia de um multiplicador
de Lagrange [2],[3] A tal que

dh=A-du, dll,=A-dH, e Y=A-P,

onde, IT;, = hvg + @ e Hy = uvg + Gy,.

Cada uma das quantidades g, €, 0s5, 0iij, h ¢ P é objetiva e em particular inde-
pendente da velocidade, o que implica na existéncia de multiplicadores de Lagrange
Aos Ay Ay, Ay, Ay tais que

dh = )\ng + Ad(g€) + AZ]dQ” + )\de’iijv
0= oA; + 3)\(Z-ij),
d®, = Adgr + Nidpir + Aijdpire + Ajdpiiji,
0= ()\QQ + AQE + Asjgsj + /\jgssj — h)(Szk
+Apik + 20Mi5p58 + 2Xpijk + NiDjjk,
E = Aijm—j + )\jﬂ—iij 2 0

O equilibrio é definido como um processo termodinamico sem produgao de entro-
pia. Da relacao (3.2)5, tem-se que a producao de entropia atinge seu valor minimo
no equilibrio, isto ¢, quando m;; = 0 e m;;; = 0 para todo 7,5 = 1,2, 3.

Assim como X, as funcoes 7;;, w5, a priori, dependem das varidveis A,, A, Ayj,
Aj e A;. Serd assumido que 7;; € invertivel na varidvel A;; e que m;;; € invertivel na
varidvel A; para trocar A;j, A; por m;;, m;j, respectivamente, como varidveis em 3.
Entao a condicao necessaria para o minimo da producao de entropia implica que

OZAZ‘J‘|E, O=>\J|E (§ Ak‘EZO (33)
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As relagoes (3.2)1,4 avaliadas no equilibrio reduzem-se para
dh|E = )\Q|EdQ+A|Ed(Q€) e pik|E :podik. (34)

A relacao de Gibbs

1
dho = g(d(gf?) — gdo),

onde hg = h|g, é decorrente da teoria ordinéria [3], em que g = ¢ + Do ¢ a entalpia

livre, ) = & — fng é a energia livre, 179 = n|g é uma fungdo dependente somente de
0 e 0 assim como hg, € e pg. Comparamos (3.4); com a relacido de Gibbs e fizemos
as identificacoes
1 1
A E = &= € A E = —79.
I 9 Q| 9
Serd formulada aqui a teoria para processo termodinamico “perto”do equilibrio.
Matematicamente, isto significa que as varidveis nao-equilibrio, ou seja, as variaveis
que se anulam quando avaliadas no equilibrio, serao consideradas como quantidades
pequenas de primeira ordem e, fungoes constitutivas serao representadas em termos
delas até certa ordem superior. Os multiplicadores de Lagrange (A;;, \;,A;) sao
quantidades nao-equilibrio.
Sao definidas as quantidades nao-equilibrio A., A,, S;;, o de modo que

A= AE + %7 )‘g = AQ - éga bij = pO(sz] - Siju Oss = Qe — Q55|E' (35)

A objetividade de ;5 e g;;; implica que 05|k € 0ijlE = 0.

A seguir serao representadas, em termos das quantidades nao-equilibrio oc, 0(;),
0iij, My Nis Aiijy, Ajj e Aj, as fungoes densidade de entropia h e a conjugada do
fluxo de entropia ®y.

A relagao (3.2); torna-se

Ohg Ohg 1 ast|E
dh = Ay +0A.— + — + Ay Acg)d
( o T 90 + 90 + 3 90 + Aeg | dp

dho  Oho 1. Dosle 1
+ <0As 90 + 90 + 3An 90 df + A(zﬁdg(zy} + 3And96 + )\denj~
(3.6)

Definimos a conjugada do fluxo de entropia ®; por
@y, = Agr, + Nipir + Nigpigr + Nipiiji — i

e usamos as equagoes (3.2)s3, (3.5)1, para termos que

1
kA0 + qrdAc + pidN; + pijyRdA gy + Zpicdjj + pijedX;,  (3.7)

dd, = 3

1
— 531

ou seja, que dj, = i)k(g, 0, Ac, Ai, Agijy, Ajj, Aj), com ®;, independente de o.
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4. Equacgoes Constitutivas

Para as equacOes constitutivas lineares, serao necessarias e suficientes as repre-
sentacoes de h e &, mediante termos até segunda ordem.

Assumimos que o, 0;jy, Oiij, Ae, Aiy Aizy, Ajj e Aj sao quantidades pequenas de
mesma ordem, o que facilita escrevermos as representa@oes das fungbes isotrépicas
hed=(d, <i>2, ®3) até segunda ordem (veja [3]),

“h=""ho+ kooe + h10iijonnj + h203j) 065 + hso? + o(3),
D = alp + BAL + a1t A + b1 AAL + a2A<ki>)\i + b2A<k1>Al (41)
FazMii A, + b3Aii A +o(3),

onde os coeficientes kg, by, o, B, ap, by, sdo fungoes de (g,0). A notagdo o(n) repre-
senta termos de ordem maior ou igual a n nas quantidades oc, 0(ij), 0iij, Ae, A,
Aigys Ajj e Aj.

Comparamos (3.6) com (4.1); e obtivemos as expressoes

Aj = 2h10:; +0(2),

Aii = 3ko + 6h30- + 0(2),
A(,L]) = 2h2Q<ij> + 0(2)

Ac = —2chphzoe + (4.2)
oh
A, = K(’ao —|—g) ]2h3Q5+0
h 1 SSs .
para os multiplicadores de Lagrange, onde ¢y = <8 O) 9898 €|E Avaliamos
(4.2)5 no equilibrio e vimos que ky = 0. Usamos (3.2)s, para encontrarmos que

EQSS|E
3

Ai = — hlgjji -+ 0(2)

Comparamos (3.7) com (4.1)2 e obtivemos as expressoes

9B
—  _p2 (= el
= -0 (80 Ak + 20 Ak) 0(2),
qr = a1\ +biAg +0(2),
pik = B + b1Adix + b2A(kz + b3 ;04 + 0(2),
Diijyk = a25k< )\J> + b26k y + 0( ) (4.3)
Diik = a3\ + 3bsAy + 0( )s
piijk = (a+ alA ) Orj + a2y + azAiidx; + o(2),
0d}, )]
0= % _Oay OB,
B 90 k+ B0 &+ 0(2),
para os fluxos. Logo por (3.4)2, 8 = po.
As equagdes (4.3)1,2,7 implicam que

§st\Eb1 — (804 5 0ss| B 3170) _ Oa 5 04|p 9py

3 20 3 o 00

89398@

a; —



386 Vignatti e Liu

A parte linear da simetrizagao sem trago, e do traco de (3.2)4, reduzem-se res-
pectivamente a

b2 = _22309,

1 Oe
_ st|E + (CG — 2)5 = 5(31)3 _ Cgbl) + QQ%CQ.

8gss|E
do

A partir do tensor viscoso S;j, definido em (3.5)s, é definida a pressio dindamica

1
pg = —gSkk. Pelas relagoes (3.5)3, (4.3)3 € (4.2)2.3.4, tem-se

Pij = (Po +Pa)dij — Siijy € pa = (3bz — cob1)2hz0: + 0(2).
A equagao (4.3)7 escrita mediante termos de segunda ordem, implica que

aa2 5QSS|E% 18ﬂ _

90 3 o ag>‘ga@ 0
51083 h (aal 5st|E8bl>_6h3 (8&3 5st|Eal73>

do 3 o Op

do 3 o Op

5 SSs
Definindo 4; = a; — = 0ss|

b;, as equacoes (4.3) tornam-se as seguintes equagoes

3
constitutivas lineares em termos dos campos basicos (o, 0, qr, S(ik), Pd):
1 Ao Az
P =205, 3 qbis,
Qiik 24, h, dk, DPijk A q(i0j)k + A, qk0ij (4 4)
1 3az — cypay '

as
k) = ———— 5 iijk = | @ + ——————— Ok + =Stk
Clik) 4pgbhs (k) Piigh 3bs — coby pd) ik 2pob (k)

5. Concavidade da Densidade de Entropia

Além da condicao (3.3), para que X seja minima no equilibrio, é exigido também
[20)) B
que m|E > 0, onde X4 é da forma (A,, Ao, Aij, Aj).
As fungdes m;; e m;;; dependem de (A, Ac, Ajj, Aj). Ent@o as representacoes
lineares de m;; e m;;; sdo dadas por

Tij = 7"1/\1‘]‘ + 0(2), Miij = T)‘.j + 0(2),
onde r1 e 7 sao fungoes de (g, 6) com
r1>0 e 7>0. (5.1)

A hipétese, h(u) ser cdncava na varidvel u, admitida na Segdo 3, equivale a
afirmar que o sistema (3.1) é hiperbdlico simétrico, ou ainda que §A - du < 0 para
todas as variacoes dA, du. E desenvolvido o produto interno 0A - du usando que
SA = (67y, M, 0A, 6Mi5,0);) e du = (60,0(0vi), 8(0e), 6F;;, 6Fy;), e obtido

Oe

dg
— — . .2
hy <0, hy<0, h3<DO, 89>0’ 80>O (5.2)
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oh 9]
A relagao (5.2)5 implica 8700 > 0, além de mostrar que o calor especifico ¢, = 6—2 a
0 0
volume constante, é positivo. As definigoes de g, 1 e 19 implicam % = Qa—g > 0,
o o

ou seja, que a compressibilidade isotérmica também é positiva.

6. Equacoes Diferenciais dos Campos

Substituindo as equagbes constitutivas (4.4) nas equagoes de balanco (2.2), serd
obtido um sistema de equacgoes diferenciais parciais quase-linear para os campos g,
0, vi, pa, S(ijy, ¢;- O campo de equagoes serd linearizado ao excluir todos os termos
nao lineares, tais como produtos de pq, q;, S;;jy com as derivadas de g, 0 e v;. Isto
fornecera as 1ltimas equacoes para um fluido viscoso condutor de calor. A saber,

B S il AP oo L
(ig) 52(ij) B dzjy’
. vy, gy,
—P4= Tx — — NL—, 6.1
Al (6.)
. Pd (k)
—q; = ; — —kl— — KKO———
q] quj + Hax] K 833] K 8Jfk ’

onde foram introduzidas as seguintes notacoes para os coeficientes:

_ 1 1 (6.2)
Ts = 2}127“17 Tm = 67‘1h37 Tq o thT’ '

para os tempos de relaxamento do tensor cizalhante, do fluzo de calor e da pressdo
dinamica, e

2p30 A? 1
M = R = —— V= ——
ry 027’ 301,
para a wiscosidade cizalhante, a condutividade térmica e a viscosidade volumétrica
respectivamente, e trés fungoes térmico-viscosa,

(3bs — cob1)?, (6.3)

Ay 0 3A3 —cpAy

B 2poAq’ Ay 3b3 —cpby

N =u. (6.4)

A partir das desigualdades (5.1), (5.2)1 2,3 tem-se: 75 > 0, 7 > 0, 7, > 0, u > 0,
k> 0,e N =v > 0. Kremer em [1], j4 havia mostrado a nao negatividade da
viscosidade volumétrica para gases ideais usando uma teoria termodinamica esten-
dida com 17 momentos. Aqui, em uma teoria de 14 momentos com uma formulagao
diferente, foi possivel mostrar o mesmo para fluidos viscosos com condugao de calor.

7. Gases Ideais

O caso em que a densidade de momento g;,..;, e o fluxo de momento p;,..;, sao
idénticos representa uma teoria para gases ideais [4], [5]. Por isso, vale que gss|p =
pss|E = 3P0
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n
Num gas ideal, ja é conhecida a relacao ¢ = 5@ onde n representa o grau de

liberdade molecular, que por sua vez, é igual a 3 para gases ideais monatomicos, 5
para diatomicos e 6 para poliatomicos. Mais ainda, para gases ideais, a equacao de
estado é dada por py = Rof, onde R = k/m é constante, m é a massa atomica e k
é a constante de Boltzmann.

Os coeficientes citados em (6.2), (6.3) e (6.4) sdo explicitados abaixo:

2 2n—3 10
Ty = —RQ92, Te = Zn RQGQ, Tq = —R2Q03,
1 1 n T 5
2 25 4 3 —
L= ZR23, k= R4, y— ( ”) R20%6%,
1 T 3r1 n
2 1 1
K= —-—— L= —-—— N= v
5 Rof’ Rob’ v

Entao v = N = 0 somente para gases ideais monatomicos.

8. Ondas Harmonicas

Serao consideradas agora ondas harmadnicas planas de amplitude pequena, a saber,
0=0+0E, vi=vE, 0=0+0FE, Suj=5SiE, pa=pil, ¢ =aqFE,

) (8.1)
onde (9,0,0,0,0,0) é um estado do gds em equilibrio. Para um campo genérico
f, f denota uma pequena amplitude complexa da propagacdo de uma pequena
perturbacdo. Mais adiante f denotard um campo f avaliado no equilibrio (0,0) =
(6,0). Nas relacoes acima, E = e!@!=kT) onde w é a fregiiéncia, k é o nimero
de onda (k complexo), n a direcdo da propagacdo de onda ou normal da onda e
x = (v1,79,23) € IR3. A welocidade de fase da onda Vph € a atenuagdo o sdo
definidas por

w

~ Re(k)

Voh e a=-Im(k) (8.2)

Admitimos (8.1) como solugéo para o sistema de equagoes formado pelas equa-
¢oes (2.1) e (6.1) e desprezamos os termos de ordem dois, tais como os produtos
entre 9, U;, 0, 5’@-), Pa, G;- Consideramos o caso de propagagao longitudinal na
diregdo n = ey e com v = (v, 0,0). Neste caso particular, o sistema fica reduzido a
um sistema linear CX = 0. Para obter solucao diferente da trivial, o determinante
da matriz C deve ser nulo. Esta condigao é conhecida como relacdo de dispersao,
pela qual pode-se calcular a velocidade de fase Vj, e a atenuacdo o em termos da
freqiiéncia w. O estudo foi restringido aos casos de freqiiéncia alta e baixa em que

é usado a férmula de Taylor para aproximar k/w por um polindémio.

8.1. Gases ideais monatomicos

Freqiiéncia Alta: Para w grande, as defini¢oes de velocidade de fase e atenuagao
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(8.2) tornam-se

15 o A
o=\ 31 \F K ) ’

\/971 1 1
13if o 27 1269 =7 1 47 +732'

Em cada expressao acima, no menbro direito, as operagoes sao realizadas todas
com o sinal superior ou todas com o sinal inferior. O sinal &+ do membro esquerdo
significa que ha 4 valores para a velocidade de fase e 4 para a atenuagdo. Os
coeficientes o e 73 sao fungoes dependentes de 7, e 7.

Fazendo a freqiiéncia w tender para o infinito e admitindo a rela¢cdo Mazwelliana
Ts/Tq = 2/3 (veja [6]), obtivemos os mesmos valores obtidos em [6] para velocidade
de fase e atenuagao de uma onda, para o caso monatomico.

Freqiiéncia Baixa: Neste segundo caso, w é préximo de zero e por (8.2), tem-se

5 Po .
+V, = ,/3@ <1+50(1678 )(2Ts—|—7’q)w2>,
1 /30,,. ~
+a = g 5170(275 + Tq)w2

Liu e Miiller j4 haviam mostrado em [5] resultados coerentes com os acima.
As outras possibilidades para velocidade de fase e atenuagao sao

D 7

w
o
_ 1 0 12 T . a3
T 25\ e (w 1074

Neste caso, limo Von =0, limoa = 0. Liu j& havia mostrado em [5] que lim o = 0.
w— w—

w—0

8.2. (Gases ideais diatomicos, poliatomicos e outros

Para simplificar, escreveremos abaixo v;(n) em lugar de fungdes racionais em n e
dependentes de 75 e 7.
Freqiiéncia Alta: Da defini¢do de velocidade de fase e atenuacao (8.2), tem-se

15 ﬁo 1
+V, = — = (1- ,
ph \/ 13i\ﬁ\/ 5 n2(n) 2)
8413 +451v/94 1 47+4V94 1 1
=+ = +t1n)— |-
13 +/94 po 42300 Ts 188 Tq w

Ao fazer w tender para o infinito, a velocidade de fase obtida neste caso coincide
com a velocidade de fase obtida no caso monatomico (freqiiéncia alta).

+o
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Freqiiéncia Baixa: Segundo (8.2),

1074 po
Vo = s (w2 = ()2,
. n+20 ( 1/ 3/2)
Fa = 107, 7o (w + va(n)w .

Ao fazer n = 3, obtemos a velocidade de fase e a atenuagao do caso monatomico.
As outras possibilidades para a velocidade de fase e atenuacao sao

n+2 |p n 0
+Von =/ - \/%O(I-F%(n)“)z% ia:“n—i—Q”]%%(n)WQ'

Ao fazer n = 3, obtemos os mesmos valores que no caso monatdmico a menos

do coeficiente v5(n). Era esperado obter Vp, = 1/7%. para w — 0, com a razao

entre o calor especifico a pressao constante e o calor especifico a volume constante
v = ¢p/c, = 5/3 para gases ideais monatdmicos, v = 7/5 para diatomicos, e y = 4/3
para poliatomicos, correspondentes com a termodinamica cléssica.
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