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Resumo. Termodinâmica estendida é uma teoria fenomenológica com o objetivo
principal de determinar os campos de deformação, temperatura, tensão e fluxo
de calor. As equações da termodinâmica estendida consistem das leis usuais de
conservação de massa, momento e energia e um conjunto de equações de balanço
adicionais, e tem sido aplicadas para a formulação de termodinâmica estendida de
fluidos [1],[6] bem como sólidos viscoelásticos. Aqui será formulada uma teoria
similar para fluido viscoso com condução de calor. Propagação de ondas em gases
ideais tem sido analisada.

1. Introdução

A termodinâmica estendida para gases ideais monatômicos, como uma teoria de 13
momentos, i.e., densidade, velocidade, tensor tensão e fluxo de calor, foi primeira-
mente formulada por Liu e Müller [5]. A teoria proposta neste artigo trata também
os fluidos viscosos. Porém, em vez de identificar a energia com o traço do momento
de segunda ordem (tensor tensão), a energia é considerada como um campo inde-
pendente. Assim, além de 13 equações de balanço usuais, é aumentada a equação
da energia total, e conseqüentemente, a teoria consiste num sistema de 14 equações
de balanço.

Não muito diferente da teoria proposta em [1], a análise do presente trabalho
baseia-se no procedimento proposto em [3], o que facilita a exploração do prinćıpio
de entropia para deduzir as equações constitutivas.

Aqui é usada a notação usual da soma sobre ı́ndices repetidos. Parênteses indi-
cam a simetrização A(ij) = 1

2 (Aij + Aji) e o śımbolo 〈〉 indica a simetrização sem

traço A〈ij〉 = A(ij) − 1
3Assδij .

1aldo@cce.ufes.br
2liu@im.ufrj.br



382 Vignatti e Liu

2. Equações de Balanço

As leis de conservação de massa, momento linear e energia em um sistema de co-
ordenadas espaciais (xi, t) relativo a um referencial inercial e livres de suprimento
externo, são escritas como

∂̺

∂t
+
∂̺vk

∂xk
= 0,

∂̺vi

∂t
+

∂

∂xk
(̺vivk − Tik) = 0,

∂̺e

∂t
+

∂

∂xk
(̺evk − viTik + qk) = 0,

(2.1)

onde e = (v2/2 + ε) é a energia total espećıfica.
Nós consideramos um estado de um fluido viscoso condutor de calor caracte-

rizado pelos 14 campos (̺, vi, θ, Tij , qj), que representam a densidade de massa, a
velocidade, a temperatura, o tensor tensão de Cauchy e o fluxo de calor, respectiva-
mente. Estas equações estão baseadas nas leis de conservação (2.1) e nas equações

∂Fij

∂t
+

∂

∂xk
(Fijvk +Gijk) = Pij ,

∂Fiij

∂t
+

∂

∂xk
(Fiijvk +Giijk) = Piij ,

(2.2)

para os momentos Fij , Fiij , seus fluxos Gijk, Giijk e produções Pij e Piij , que são
acrescentadas para construirmos uma teoria estendida de 14 momentos para fluidos
viscosos com condução de calor.

O requerimento da invariância Galileana do sistema de equações de balanço
(2.1)-(2.2) implica a seguinte dependência expĺıcita da velocidade vi (ver [6]),

Fij = ̺vivj + ̺ij ,
Gijk = vipjk + vjpik + pijk,
Pij = πij ,
Fiij = ̺vivivj + 2̺ijvi + ̺iivj + ̺iij ,
Giijk = vivipjk + 2vivjpik + 2vipijk + vjpiik + piijk,
Piij = πiij + 3v(iπij),

onde, respectivamente, ̺ij , ̺iij , pijk, piijk, πij , πiij são as partes internas dos
momentos Fij e Fiij , dos fluxos Gijk e Giijk e das produções Pij e Piij . Motiva-
dos pela teoria cinética de gases, admitiremos que Fij , Gijk, Pij , Fiij , Giijk, Piij são
simétricos nos ı́ndices i, j. Admitiremos ainda que as quantidades ̺ij , pij = −Tij ,
pijk, πij , piik, piijk, πiij assim como ̺, ε, Tik, qk são quantidades objetivas.

Em vez de considerar (̺, vi, θ, Tij , qj) como as variáveis campos básicos do
sistema (2.1)-(2.2), nós podemos escolher as variáveis (̺, vi, θ, Fij , Fiij), por con-
veniência, assumindo uma certa invertibilidade usual das funções constitutivas. Por-
tanto o sistema (2.1)-(2.2) será completado pelas relações constitutivas

C = C̃(̺, vi, θ, Fij , Fiij). (2.3)
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Aqui C representa as quantidades constitutivas {̺ij , qk, Tij , pijk, πij , Giijk, πiij}.
Todo campo (̺, vi, θ, Fij , Fiij) que satisfaça o sistema (2.1)-(2.2) junto com as

relações constitutivas (2.3), será chamado processo termodinâmico.

3. Prinćıpio de Entropia

O prinćıpio de entropia estabelece que para todo processo termodinâmico a ine-
quação de entropia

∂̺η

∂t
+

∂

∂xk
(̺ηvk + Φk) = Σ ≥ 0

deve ser válida, onde o fluxo de entropia Φκ, a produção de entropia Σ e a densidade
de entropia espećıfica η, são também dadas pelas relações constitutivas da forma
(2.3). Além disso, a função h = ̺η é admitida ser côncava nas variáveis campos
básicos e tanto h quanto Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) são admitidas ser objetivas.

As equações (2.1) e (2.2) podem ser escritas na forma compacta,

∂u

∂t
+

∂

∂xk
(uvk + Gk) = P , (3.1)

com u = (̺, ̺vi, ̺e, Fij , Fiij), Gk = (0,−Tik,−viTik + qk, Gijk, Giijk), e P =
(0, 0, 0, Pij , Piij). O prinćıpio de entropia implica na existência de um multiplicador
de Lagrange [2],[3] Λ tal que

dh = Λ · du, dΠ k = Λ · dHk e Σ = Λ · P ,

onde, Πk = hvk + Φk e Hk = uvk + Gk.
Cada uma das quantidades ̺, ε, ̺ij , ̺iij , h e Φk é objetiva e em particular inde-

pendente da velocidade, o que implica na existência de multiplicadores de Lagrange
λ̺, Λ, Λij , λj , Λi tais que

dh = λ̺d̺+ Λd(̺ε) + Λijd̺ij + λjd̺iij ,
0 = ̺Λi + 3λ(i̺jj),

dΦk = Λdqk + Λidpik + Λijdpijk + λjdpiijk,
0 = (λ̺̺+ Λ̺ε+ Λsj̺sj + λj̺ssj − h)δik

+Λpik + 2Λijpjk + 2λjpijk + λipjjk,
Σ = Λijπij + λjπiij ≥ 0.

(3.2)

O equiĺıbrio é definido como um processo termodinâmico sem produção de entro-
pia. Da relação (3.2)5, tem-se que a produção de entropia atinge seu valor mı́nimo
no equiĺıbrio, isto é, quando πij = 0 e πiij = 0 para todo i, j = 1, 2, 3.

Assim como Σ, as funções πij , πiij , a priori, dependem das variáveis λ̺, Λ, Λij ,
λj e Λi. Será assumido que πij é invert́ıvel na variável Λij e que πiij é invert́ıvel na
variável λj para trocar Λij , λj por πij , πiij , respectivamente, como variáveis em Σ.
Então a condição necessária para o mı́nimo da produção de entropia implica que

0 = Λij |E , 0 = λj |E e Λk|E = 0. (3.3)
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As relações (3.2)1,4 avaliadas no equiĺıbrio reduzem-se para

dh|E = λ̺|Ed̺+ Λ|Ed(̺ε) e pik|E = p0δik. (3.4)

A relação de Gibbs

dh0 =
1

θ
(d(̺ε) − gd̺),

onde h0 = h|E , é decorrente da teoria ordinária [3], em que g = ψ+
p0

̺
é a entalpia

livre, ψ = ε− θη0 é a energia livre, η0 = η|E é uma função dependente somente de
̺ e θ assim como h0, ε e p0. Comparamos (3.4)1 com a relação de Gibbs e fizemos
as identificações

Λ|E =
1

θ
e λ̺|E = −1

θ
g.

Será formulada aqui a teoria para processo termodinâmico “perto”do equiĺıbrio.
Matematicamente, isto significa que as variáveis não-equiĺıbrio, ou seja, as variáveis
que se anulam quando avaliadas no equiĺıbrio, serão consideradas como quantidades
pequenas de primeira ordem e, funções constitutivas serão representadas em termos
delas até certa ordem superior. Os multiplicadores de Lagrange (Λij , λj ,Λj) são
quantidades não-equiĺıbrio.

São definidas as quantidades não-equiĺıbrio Λε, Λ̺, Sij , ̺ε de modo que

Λ = Λε +
1

θ
, λ̺ = Λ̺ − 1

θ
g, pij = p0δij − Sij , ̺ss = ̺ε − ̺ss|E . (3.5)

A objetividade de ̺ij e ̺iij implica que ̺〈ij〉|E e ̺iij |E = 0.

A seguir serão representadas, em termos das quantidades não-equiĺıbrio ̺ε, ̺〈ij〉,
̺iij , Λε, Λi, Λ〈ij〉, Λjj e λj , as funções densidade de entropia h e a conjugada do
fluxo de entropia Φk.

A relação (3.2)1 torna-se

dh =

(

Λ̺ + θΛε
∂h0

∂̺
+
∂h0

∂̺
+

1

3
Λii

∂̺ss|E
∂̺

+ Λεg

)

d̺

+

(

θΛε
∂h0

∂θ
+
∂h0

∂θ
+

1

3
Λii

∂̺ss|E
∂θ

)

dθ + Λ〈ij〉d̺〈ij〉 +
1

3
Λiid̺ε + λjd̺iij .

(3.6)

Definimos a conjugada do fluxo de entropia Φk por

Φ̂k = Λqk + Λipik + Λijpijk + λjpiijk − Φk

e usamos as equações (3.2)3, (3.5)1, para termos que

dΦ̂k = − 1

θ2
qkdθ + qkdΛε + pikdΛi + p〈ij〉kdΛ〈ij〉 +

1

3
piikdΛjj + piijkdλj , (3.7)

ou seja, que Φ̂k = Φ̂k(̺, θ,Λε,Λi,Λ〈ij〉,Λjj , λj), com Φ̂k independente de ̺.
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4. Equações Constitutivas

Para as equações constitutivas lineares, serão necessárias e suficientes as repre-
sentações de h e Φ̂k mediante termos até segunda ordem.

Assumimos que ̺ε, ̺〈ij〉, ̺iij , Λε, Λi, Λ〈ij〉, Λjj e λj são quantidades pequenas de
mesma ordem, o que facilita escrevermos as representações das funções isotrópicas
h e Φ̂ = (Φ̂1, Φ̂2, Φ̂3) até segunda ordem (veja [3]),

h = h0 + k0̺ε + h1̺iij̺nnj + h2̺〈ij〉̺〈ij〉 + h3̺
2
ε + o(3),

Φ̂k = αλk + βΛk + a1Λελk + b1ΛεΛk + a2Λ〈ki〉λi + b2Λ〈ki〉Λi

+a3Λiiλk + b3ΛiiΛk + o(3),
(4.1)

onde os coeficientes k0, hn, α, β, an, bn, são funções de (̺, θ). A notação o(n) repre-
senta termos de ordem maior ou igual a n nas quantidades ̺ε, ̺〈ij〉, ̺iij , Λε, Λi,
Λ〈ij〉, Λjj e λj .

Comparamos (3.6) com (4.1)1 e obtivemos as expressões

λj = 2h1̺iij + o(2),
Λii = 3k0 + 6h3̺ε + o(2),

Λ〈ij〉 = 2h2̺〈ij〉 + o(2),
Λε = −2cθh3̺ε + o(2),

Λ̺ =

[(

θ
∂h0

∂̺
+ g

)

cθ −
∂̺ss|E
∂̺

]

2h3̺ε + o(2),

(4.2)

para os multiplicadores de Lagrange, onde cθ =

(

∂h0

∂θ

)−1
1

θ

∂̺ss|E
∂θ

. Avaliamos

(4.2)2 no equiĺıbrio e vimos que k0 = 0. Usamos (3.2)2, para encontrarmos que

Λi = −10

3

̺ss|E
̺

h1̺jji + o(2).

Comparamos (3.7) com (4.1)2 e obtivemos as expressões

qk = −θ2
(

∂α

∂θ
λk +

∂β

∂θ
Λk

)

+ o(2),

qk = a1λk + b1Λk + o(2),
pik = βδik + b1Λεδik + b2Λ〈ki〉 + b3Λjjδik + o(2),

p〈ij〉k = a2δk〈iλj〉 + b2δk〈iΛj〉 + o(2),
piik = 3a3λk + 3b3Λk + o(2),
piijk = (α+ a1Λε) δkj + a2Λ〈kj〉 + a3Λiiδkj + o(2),

0 =
∂Φ̂k

∂̺
=
∂α

∂̺
λk +

∂β

∂̺
Λk + o(2),

(4.3)

para os fluxos. Logo por (3.4)2, β = p0.
As equações (4.3)1,2,7 implicam que

a1 −
5

3

̺ss|E
̺

b1 = −θ2
(

∂α

∂θ
− 5

3

̺ss|E
̺

∂p0

∂θ

)

, 0 =
∂α

∂̺
− 5

3

̺ss|E
̺

∂p0

∂̺
.
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A parte linear da simetrização sem traço, e do traço de (3.2)4, reduzem-se res-
pectivamente a

b2 = −2p0θ,

̺
∂̺ss|E
∂̺

− ̺ss|E + (cθ − 2)β =
1

θ
(3b3 − cθb1) + ̺2 ∂ε

∂̺
cθ.

A partir do tensor viscoso Sij , definido em (3.5)3, é definida a pressão dinâmica

pd = −1

3
Skk. Pelas relações (3.5)3, (4.3)3 e (4.2)2,3,4, tem-se

pij = (p0 + pd)δij − S〈ij〉 e pd = (3b3 − cθb1)2h3̺ε + o(2).

A equação (4.3)7 escrita mediante termos de segunda ordem, implica que

h2

(

∂a2

∂̺
− 5

3

̺ss|E
̺

∂b2
∂̺

)

− 1

̺

∂β

∂̺
= 0,

5

3

1

̺

∂β

∂̺
+ 2cθh3

(

∂a1

∂̺
− 5

3

̺ss|E
̺

∂b1
∂̺

)

− 6h3

(

∂a3

∂̺
− 5

3

̺ss|E
̺

∂b3
∂̺

)

= 0.

Definindo Ai = ai−
5

3

̺ss|E
̺

bi, as equações (4.3) tornam-se as seguintes equações

constitutivas lineares em termos dos campos básicos (̺, θ, qk, S〈ik〉, pd):

̺iik =
1

2A1h1
qk, pijk =

A2

A1
q〈iδj〉k +

A3

A1
qkδij ,

̺〈ik〉 =
1

4p0θh2
S〈ik〉, piijk =

(

α+
3a3 − cθa1

3b3 − cθb1
pd

)

δjk +
a2

2p0θ
S〈jk〉.

(4.4)

5. Concavidade da Densidade de Entropia

Além da condição (3.3), para que Σ seja mı́nima no equiĺıbrio, é exigido também

que
∂2Σ

∂XA∂XB

∣

∣

E
≥ 0, onde XA é da forma (Λ̺,Λε,Λij , λj).

As funções πij e πiij dependem de (Λ̺,Λε,Λij , λj). Então as representações
lineares de πij e πiij são dadas por

πij = r1Λij + o(2), πiij = τλj + o(2),

onde r1 e τ são funções de (̺, θ) com

r1 > 0 e τ > 0. (5.1)

A hipótese, h(u) ser côncava na variável u, admitida na Seção 3, equivale a
afirmar que o sistema (3.1) é hiperbólico simétrico, ou ainda que δΛ · δu < 0 para
todas as variações δΛ, δu. É desenvolvido o produto interno δΛ · δu usando que
δΛ = (δλ̺̂, δΛ̂i, δΛ̂, δΛ̂ij , δλ̂j) e δu = (δ̺, δ(̺vi), δ(̺e), δFij , δFiij), e obtido

h1 < 0, h2 < 0, h3 < 0,
∂g

∂̺
> 0,

∂ε

∂θ
> 0. (5.2)
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A relação (5.2)5 implica
∂h0

∂θ
> 0, além de mostrar que o calor espećıfico cv =

∂ε

∂θ
a

volume constante, é positivo. As definições de g, ψ e η0 implicam
∂p0

∂̺
= ̺

∂g

∂̺
> 0,

ou seja, que a compressibilidade isotérmica também é positiva.

6. Equações Diferenciais dos Campos

Substituindo as equações constitutivas (4.4) nas equações de balanço (2.2), será
obtido um sistema de equações diferenciais parciais quase-linear para os campos ̺,
θ, vi, pd, S〈ij〉, qj . O campo de equações será linearizado ao excluir todos os termos
não lineares, tais como produtos de pd, qj , S〈ij〉 com as derivadas de ̺, θ e vi. Isto
fornecerá as últimas equações para um fluido viscoso condutor de calor. A saber,

−S〈ij〉 = τsṠ〈ij〉 − 2µ
∂v〈i

∂xj〉
− 2µK

∂q〈i

∂xj〉
,

−pd = τπṗd + ν
∂vk

∂xk
−NL

∂qk
∂xk

,

−qj = τq q̇j + κ
∂θ

∂xj
− κLθ

∂pd

∂xj
− κKθ

∂S〈jk〉

∂xk
,

(6.1)

onde foram introduzidas as seguintes notações para os coeficientes:

τs = − 1

2h2r1
, τπ = − 1

6r1h3
, τq = − 1

2h1τ
, (6.2)

para os tempos de relaxamento do tensor cizalhante, do fluxo de calor e da pressão

dinâmica, e

µ =
2p2

0θ

r1
, κ =

A2
1

θ2τ
, ν =

1

3θr1
(3b3 − cθb1)

2, (6.3)

para a viscosidade cizalhante, a condutividade térmica e a viscosidade volumétrica

respectivamente, e três funções térmico-viscosa,

K =
A2

2p0A1
, L =

θ

A1

3A3 − cθA1

3b3 − cθb1
, N = ν. (6.4)

A partir das desigualdades (5.1), (5.2)1,2,3 tem-se: τs > 0, τπ > 0, τq > 0, µ > 0,
κ > 0, e N = ν ≥ 0. Kremer em [1], já havia mostrado a não negatividade da
viscosidade volumétrica para gases ideais usando uma teoria termodinâmica esten-
dida com 17 momentos. Aqui, em uma teoria de 14 momentos com uma formulação
diferente, foi posśıvel mostrar o mesmo para fluidos viscosos com condução de calor.

7. Gases Ideais

O caso em que a densidade de momento ̺i1...in
e o fluxo de momento pi1...in

são
idênticos representa uma teoria para gases ideais [4], [5]. Por isso, vale que ̺ss|E =
pss|E = 3p0.
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Num gás ideal, já é conhecida a relação ε =
n

2

p0

̺
onde n representa o grau de

liberdade molecular, que por sua vez, é igual a 3 para gases ideais monatômicos, 5
para diatômicos e 6 para poliatômicos. Mais ainda, para gases ideais, a equação de
estado é dada por p0 = R̺θ, onde R = k/m é constante, m é a massa atômica e k
é a constante de Boltzmann.

Os coeficientes citados em (6.2), (6.3) e (6.4) são explicitados abaixo:

τs =
2

r1
R̺θ2, τπ =

2

r1

n− 3

n
R̺θ2, τq =

10

τ
R2̺θ3,

µ =
2

r1
R2̺2θ3, κ =

25

τ
R4̺2θ4, ν =

4

3r1

(

3 − n

n

)2

R2̺2θ3,

K =
2

5

1

R̺θ
, L = − 1

R̺θ
, N = ν.

Então ν = N = 0 somente para gases ideais monatômicos.

8. Ondas Harmônicas

Serão consideradas agora ondas harmônicas planas de amplitude pequena, a saber,

̺ = ˜̺+ ¯̺E, vi = v̄iE, θ = θ̃ + θ̄E, S〈ij〉 = S̄〈ij〉E, pd = p̄dE, qi = q̄iE,
(8.1)

onde (˜̺, 0, θ̃, 0, 0, 0) é um estado do gás em equiĺıbrio. Para um campo genérico
f , f̄ denota uma pequena amplitude complexa da propagação de uma pequena
perturbação. Mais adiante f̃ denotará um campo f avaliado no equiĺıbrio (̺, θ) =
(˜̺, θ̃). Nas relações acima, E = ei(ωt−kn·x), onde ω é a freqüência, k é o número

de onda (k complexo), n a direção da propagação de onda ou normal da onda e
x = (x1, x2, x3) ∈ IR3. A velocidade de fase da onda Vph e a atenuação α são
definidas por

Vph =
ω

Re(k)
e α = −Im(k)· (8.2)

Admitimos (8.1) como solução para o sistema de equações formado pelas equa-
ções (2.1) e (6.1) e desprezamos os termos de ordem dois, tais como os produtos
entre ¯̺, v̄i, θ̄, S̄〈ij〉, p̄d, q̄i. Consideramos o caso de propagação longitudinal na
direção n = e1 e com v = (v1, 0, 0). Neste caso particular, o sistema fica reduzido a
um sistema linear CX = 0. Para obter solução diferente da trivial, o determinante
da matriz C deve ser nulo. Esta condição é conhecida como relação de dispersão,
pela qual pode-se calcular a velocidade de fase Vph e a atenuação α em termos da
freqüência ω. O estudo foi restringido aos casos de freqüência alta e baixa em que
é usado a fórmula de Taylor para aproximar k/ω por um polinômio.

8.1. Gases ideais monatômicos

Freqüência Alta: Para ω grande, as definições de velocidade de fase e atenuação
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(8.2) tornam-se

±Vph =

√

15

13 ±
√

94

√

p̃0

˜̺

(

1 − γ2
1

ω2

)

,

±α =

√

15

13 ±
√

94

√

˜̺

p̃0

[(

1

27
∓

√
94

1269

)

1

τ̃s
+

(

1

4
±

√
94

47

)

1

τ̃q
+ γ3

1

ω2

]

·

Em cada expressão acima, no menbro direito, as operações são realizadas todas
com o sinal superior ou todas com o sinal inferior. O sinal ± do membro esquerdo
significa que há 4 valores para a velocidade de fase e 4 para a atenuação. Os
coeficientes γ2 e γ3 são funções dependentes de τ̃s e τ̃q.

Fazendo a freqüência ω tender para o infinito e admitindo a relação Maxwelliana

τ̃s/τ̃q = 2/3 (veja [6]), obtivemos os mesmos valores obtidos em [6] para velocidade
de fase e atenuação de uma onda, para o caso monatômico.

Freqüência Baixa: Neste segundo caso, ω é próximo de zero e por (8.2), tem-se

±Vph =

√

5

3

p̃0

˜̺

(

1 +
1

50
(16τ̃s − τ̃q)(2τ̃s + τ̃q)ω

2

)

,

±α =
1

5

√

3

5

˜̺

p̃0
(2τ̃ s + τ̃q)ω

2.

Liu e Müller já haviam mostrado em [5] resultados coerentes com os acima.
As outras possibilidades para velocidade de fase e atenuação são

±Vph =
√

2τ̃q

√

p̃0

˜̺

(

ω1/2 − 7

10
τ̃qω

3/2

)

,

∓α =

√

1

2τ̃q

√

˜̺

p̃0

(

ω1/2 − 7

10
τ̃qω

3/2

)

·

Neste caso, lim
ω→0

Vph = 0, lim
ω→0

α = 0. Liu já havia mostrado em [5] que lim
ω→0

α = 0.

8.2. Gases ideais diatômicos, poliatômicos e outros

Para simplificar, escreveremos abaixo γi(n) em lugar de funções racionais em n e
dependentes de τ̃s e τ̃q.

Freqüência Alta: Da definição de velocidade de fase e atenuação (8.2), tem-se

±Vph =

√

15

13 ±
√

94

√

p̃0

˜̺

(

1 − γ2(n)
1

ω2

)

,

±α =

√

15

13 ±
√

94

√

˜̺

p̃0

(

8413 ± 451
√

94

42300

1

τ̃s
+

47 ± 4
√

94

188

1

τ̃q
+ γ3(n)

1

ω2

)

·

Ao fazer ω tender para o infinito, a velocidade de fase obtida neste caso coincide
com a velocidade de fase obtida no caso monatômico (freqüência alta).
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Freqüência Baixa: Segundo (8.2),

±Vph =

√

10τ̃q
n+ 2

p̃0

˜̺

(

−ω1/2 − γ4(n)ω3/2
)

,

∓α =

√

n+ 2

10τ̃q

˜̺

p̃0

(

ω1/2 + γ4(n)ω3/2
)

.

Ao fazer n = 3, obtemos a velocidade de fase e a atenuação do caso monatômico.
As outras possibilidades para a velocidade de fase e atenuação são

±Vph =

√

n+ 2

n

√

p̃0

˜̺

(

1 + γ5(n)ω2
)

, ±α =

√

n

n+ 2

√

˜̺

p̃0
γ6(n)ω2.

Ao fazer n = 3, obtemos os mesmos valores que no caso monatômico a menos

do coeficiente γ5(n). Era esperado obter Vph =
√

γ p̃
˜̺ para ω → 0, com a razão

entre o calor espećıfico a pressão constante e o calor espećıfico a volume constante
γ = cp/cv = 5/3 para gases ideais monatômicos, γ = 7/5 para diatômicos, e γ = 4/3
para poliatômicos, correspondentes com a termodinâmica clássica.
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