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Resumo: Analisa-se um modelo compartimental para a transmisido de Leishma-
niose que contempla o homem, cao e Lutzomyia como hospedeiros vertebrados e
invertebrado, respetivamente. Deriva-se a expressdo do numero de reprodutibili-
dade basal. Estuda-se a estabilidade. Aplica-se 0 mesmo para simular a situagdo
de zonas endémicas no Estado de Sao Paulo.

1. Introducgao

A Leishmaniose é uma doenca amplamente extendida em 22 paises do Novo Mundo
e 66 do Velho Mundo. A Leishmaniose Visceral (LV) é geralmente fatal quando
nao é tratada. A Leishmaniose Muco-Cuténea (LMC) é uma doenga mutilante
que pode chegar a metdstasis ou lesoes incapacitantes. A Leishmaniose Cutanea
(LC) e, também, o caso da Leishmaniose Cutanea Difusa (LCD) sao outras de suas
manifestacoes [6] [7].

A incidéncia anual desta doenca é estimada em 1-1,5 milhoes de casos de LC e
0,5 milhoes de casos de LV, no Velho Mundo. A incidéncia total no mundo é de
12 milhoes de pessoas e a populacao total em risco ronda a casa dos 350 milhoes
de pessoas [7]. Por causa desses numeros a Organizacao Mundial de Saide (OMS)
considera esta entre as seis mais importantes doencas do mundo. Em 1993, a
OMS considerou Leishmaniose como a segunda doenca causada por protozoarios
de importancia em satude publica.

Esta doenca é de carater zoondtico que acomete o homem e diversos animais
domésticos e silvestres. A Leishmaniose é causada por parasitas do género Leish-
mania Ross, um protozoario digenético que tem seu ciclo biolégico composto de
hospedeiros vertebrados e invertebrados. Os hospedeiros invertebrados sdo peque-
nos insetos da ordem Diptera, familia Psychodydade, subfamilia Phlebotominae,
género Lutzomyia [4].
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Nesse trabalho propomos um modelo matemético para descrever a transmissao
de Leishmaniose na populagao humana. Entretanto, a ocorréncia da LV em seres
humanos tem como fator de risco a transmissao de LV em caes com prevaléncia
superior a 2%, em conjungido com uma alta densidade de populagdo canina [1].
Portanto, acopla-se a populagao canina no modelo, além do vetor flebotomineo. Na
secao 2 o modelo é apresentado, com uma aplicagao numérica na segao 3. Conclusao
¢é dada na secgao 4.

2. Modelagem Matematica

Desenvolvendo um modelo matematico, estuda-se a transmissao urbana de Leishma-
niose, onde o cdo é o hospedeiro definitivo, enquanto o homem é ocasional. O estudo
da dindmica nesse caso inclui os hospedeiros vertebrados (o homem e o cdo) e in-
vertebrado (o flebotomineo).

2.1. Modelo Matematico

A transmissao de parasitas do género Leishmania Ross é descrita quantitativamente
assumindo que a infeccao ocorre entre as varias populagdes conforme a lei da acao
das massas. O modelo nao leva em consideragao os periodos de incubagao do para-
sita nem nos hospedeiros, nem no vetor. Assume-se que os hospedeiros vertebrados
desenvolvem uma resposta imunolégica parcial, porém o vetor flebotomineo ¢ inca-
paz de responder imunologicamente. Assim, os vertebrados sao capazes de infectar
insetos durante o periodo infeccioso, enquanto os vetores, quando infectados, trans-
mitem o protozodrio aos vertebrados durante todo o seu periodo de vida.

Assim, a interagao entre vertebrados e inseto é analisada considerando, para os
humanos, trés compartimentos que representam as fragoes de individuos no tempo t,
de suscetivel Hy(t), infectado Ha(t) e recuperado H3(t). Para os cies, similarmente,
é dividida em fragoes de suscetivel C(¢), infectado Ca(t) e recuperado Cs(t). A
populagao do vetor flebotomineos é dividida s6 em fragoes de suscetivel Lq(¢) e
infectado Lo(t). A interacgdo entre os vertebrados e os vetores flebotomineos pode
ser descrito por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares,

GO =+ 01 Hs(t) — (ar La(t) + ) Hy (1)

Mol — g Ly(t)Hi(t) — (1 + iy + ) Ha(t)

Wsl) oy Hy(t) — (w1 + 61) H (1)

dcdlt(t) = g+ 02C5(t) — (e La(t) + p2) C1(t) 2.1)
W = @y Ly()Ci(t) — (2 + sy +72) Ca(t) '
WCol) = A Cy(t) — (2 + 02)C5 (1)

dLilt)  — gy — (B Ha(t) + BoCalt) + pis) La (1)

Wl = (BiHa(t) + B2Ca(t)) Lu(t) — (n3 + i) La(t),

onde p; e i) sdo, respectivamente, as taxas de mortalidade natural e induzida pela
doenca, «; e (§; sao as taxas de contato entre vertebrados e insetos, 6; é a taxa de
perda de imunidade, v, ! ¢ o perfodo de recuperacio ou infeccioso. O indice i, i = 1,
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2 e 3, representa populacao de, respectivamente, humanos (H), cdes (C) e insetos
(L). Todos os parametros sao positivos.

O sistema de equagoes (2.1) assume que populagoes envolvidas sdo constantes,
0 que permite normaliza-las de modo simples, ou,

3 3 2
SHi=1 SC=1 Y L-=1 (2.2)
=1 =1 =1

Ainda, assume-se que nesta comunidade nao ocorrem migragoes, ou

3 3 2 L
dh{[jt(t) dcdt(t) =0 > d dt(t) =0. (2_3)

=1 =1

As duas suposicoes resultam para as fungoes de entrada ¢;, i = 1, 2 e 3, as relagoes

¢1=p1 +pHa(t)  ¢a=p2+psCa(t)  ¢3=pz+ psLla(t).

Essas relagoes mostram que os nascimentos compensam as mortes por causas natu-
rais e devido a doenca.
Em seguida, determina-se os pontos de equilibrio e a estabilidade desses pontos.

2.2. Anadlise do Modelo

A andlise do modelo visa obter o nimero de reprodutibilidade basal, denotado por Ry,
que é um conceito de suma importancia na epidemiologia matematica. A expressao
que se obtém do modelo para Ry fornece uma importante informagao acerca das
possiveis agoes para manter a doenga sob controle. Como vamos mostrar, se Ry >
1, entao teremos niveis endémicos da doenga, ou seja, a doenca se estabelecera
na populacao, enquanto para Ry < 1, a populagao de infectados diminuira, até
desaparecer.

2.2.1. Ponto de Equilibrio Trivial

Em primeiro lugar, mostra-se que existe um ponto de equilibrio trivial P.,, que
descreve uma comunidade livre da doenga, com as coordenadas

H =1 Ci=1 L=1

Hy,=H;=0 Co=C3=0 Ly =0.
A estabilidade do ponto de equilibrio pode ser determinada pelas raizes do polindémio
caracteristico P(A). O mesmo é definido por P(\) = det(J — AI), onde J é o
Jacobiano, formado pelas derivadas parciais em relacdo as varidveis de estado das

fungoes que essao no segundo membro do sistema (2.1), calculado no ponto de
equilibrio P.,. Neste caso temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. O ponto de equilibrio trivial P,, do sistema (2.1) é localmente e as-
sintoticamente estdvel se o numero de reprodutibilidade basal for Ry < 1, onde Ry é

’ ’ ’ ’
definido como Ry = %_'_%7 com ﬁ(l) _ (M1+M1+le)(lta+lis) e 68 _ (M2+M2+ZZ)(NJ+/L3)'
1 2
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Demonstragao. Para o ponto de equilibrio P, , correspondente a comunidade livre
de doenca, a expressdao do polinémio caracteristico P(\) é

2
P(A) = (us + ) [ [ (i + M) (i + 6; + ) Ps(N),
=1

com o ultimo polinémio de terceiro grau dado por
P3(A) = (i + N[(B2 + M(BL + A) — a2f2] — aaBi(R2 + A), (2.4)
onde as mortalidades generalizadas sao dadas por

1=+ ph+m
Tz = po + uh+ 72

AL = p3 + .
Primeiro, tem-se os autovalores A\ = —p1, Ao = —pg, Az = —pus, Ay = —(p1 + 61)
e As = —(u2 + 02), que sdo negativos, pois os parametros sdo positivos. S6 falta

determinar os trés autovalores restantes, designados por Ag, A7 e Ag, raizes de P5(\).
Como é um polinémio de terceiro grau, determina-se o sinal dos autovalores A\g, A7
e A\g. Para tal, usamos os critérios de Routh-Hurwitz [2] [5], que estabelece critérios
a respeito do sinal das raizes: se a; > 0, ag > 0 e ajas > a3, entao todas as raizes
tem parte real negativa. O polindmio de terceiro grau P3(\) é re-escrito como

P3(>\) =N+ a1/\2 + as A + as,
com os coeficientes dados por

ay =it + iz + AL
ap = fi1|fiz + fir] + fizfiz — (@11 + azf32)
az = fripafir (1 — Ro).

O primeiro critério é satisfeito, pois é verdade que a; > 0. O segundo critério az > 0

é satisfeito se Ry < 1. Verifiquemos, agora, se satisfaz a iltima condigao ajas > as.

Para isso, utiliza-se a condicao necessaria para satisfazer ag > 0. Assim, uma vez
B B2

que Ry < 1, entao tem-se que 1 — ] > 0, o que implica em 1 — @ >0e

ﬁ 2 > 0. Logo, constroi-se a desigualdade
1 + s 1 1
’“‘”+m+m+mﬂ@—&)+@—@”+&>a
L 2 B M1 e

que, somando 1 nos dois membros, resulta em

W+1+(u1+uz+lm){1(l—ﬁl>+ (1—52)}+RO>1~
nr M2 e H1 e}

Agora, subtraindo Ry nos dois membros, tem-se

i+ + L 1
MTBTEL | (5 + 1z + piE) [ (1—61> + = (l—ﬂQH > 1 - Ro,
or M2 By H1 39
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que, re-arranjada, torna-se

g | L (BN (P _
(M1+M2+ML)LL+M2<1 /B?)—i—m(l 58>]>1 Ry.

Finalmente, multiplicando por uyuspr > 0 nos dois membros, obtem-se a hipétese
proposta aias > as. O

Resumindo, o ponto de equilibrio trivial P., em que a comunidade encontra-se
livre da doenga, é localmente e assintoticamente estavel se Ry < 1, pois satisfaz os
critérios a; > 0, az > 0 e ajas > a3. Note que uma vez satisfeito az > 0, os outros
critérios sao automaticamente satisfeitos.

2.2.2. Ponto de equilibrio nao trivial

Analisamos o caso do equilibrio néo trivial, ou seja, a populacido apresenta niveis
endémicos de Leishmaniose. Para isso estudamos o sistema (2.1) em estado esta-
ciondrio.

A fracdo de homens recuperados em equilibrio é dada por

71
Hy = H,,
’ w1+ 61 2

e a expressao correspondente para homens infectados resulta em

H, = (p1 + 01)on Lo (2.5)
(1 + 01 +v1)arLe + (p1 + 01) (1 + py +7)° .

Analogamente, temos para o caso dos caes recuperados e infectados,

2
C3 = C.
3 12 + 0 2

Cy = (2 + 02)aa Lo (26)
(p2 + 02 + v2)aoLo + (p2 + 602)(pe + ph + 7o) '

Usando as relagoes dadas na equagao (2.2), pode-se facilmente obter as expressoes
para H; e C7. Finalmente, temos as seguintes expressoes para os hospedeiros inver-
tebrados,

L= 3 + i3 Lo
ps + B1Hs + (2Co’

(B1Hy + B2C2) (s + p5L2)

Ly = :
? 3 + s w3 + BrHz + 5205

de onde resulta

p3(ps + py) Ly + ps(B1Ha + f2C2) Ly — p3(BiHa + $2C2) = 0. (2.7)
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Para obter uma equagao em termos de uma tnica variavel de estado, subsitui-se
as equagoes (2.5) e (2.6) na equagao (2.7). O resultado é um polindémio de terceiro
grau para Lo,

P(Ls) = (byL3 + by Ly + bo) Lo, (2.8)

com os seguintes coeficientes

by = aroops [Er(pr + 601+ 71) (2 + 02 +v2) + (1 + 61) (2 + 62 +2) 51
+(p2 + 02) (1 + 01 4 71) B2
bi = p3fr [(pe + 02)f2 (i1 + 01 + 1) + (1 + 01)fr (p2 + 02 + v2)az)

+us(p + 61) (2 + 62) (a1 iz + o fB2in)
—pzaras [(p1 + 01) (o + 02 + 72) 1 + (2 + 02) (1 + 61 + 71)B2]
bo = p3(pr 4 01)(u2 + 02) [z [y fiz — o1 Bifiz — iz fafin] -

Primeiro, vamos mostrar a unicidade de solugao do polinomio de segundo grau,
equagao (2.8), aplicando a regra de Descartes [5]. Como tem-se by > 0 sempre,
basta analisar o sinal de by e b;. Para o coeficiente by, re-escrevemos em fungao do
nimero de reprodutibilidade basal, Ry, ou

bo = ps(p1 + 61)(pe + 02)aLppz (1 — Ro) , (2.9)

enquanto para by, agrupamos convenientemente para obter

by = us(u1+91)m(uz+9z+72>a2( _%)

+us(pe + Oo)ar iz (p1 + 01 + 1) ( - %)

+pz(pr + 61)(p2 + 02) L iz Ro.

Portanto, se Ry < 1, entdo, da expresao (2.9) para by e da tltima para by, temos
que bg > 0 e b; > 0. Pode-se, assim, concluir que:

1. Se Ry < 1, entao by > 0 e b; > 0, e nao existe solugao positiva.

2. Se Ry > 1, entao by < 0, e, independente do sinal de by, existe uma unica
solucao positiva.

Com respeito a pontos de equilibrio, tem-se que Ly = 0 sempre é solugao de
(2.8), e estavel, se Ry < 1, como foi mostrado em Teorema 2.1. Quando Ry > 1, a
solucao trivial deixa de ser estavel, e surge uma solugao positiva, que é unica.

Para a estabilidade da solugao nao trivial, temos o seguinte resultado:

7
Lema 2.1. Seja P(\) = det(J — M) = Y c¢;_; A, onde J € o Jacobiano formado
pelas derivadas parciais em relacdo as vzar%a'veis de estados que estao no segundo
membro de (2.5). Entio o nimero de reprodutibilidade basal Ry, caso ele seja
maior ou menor que um, determina a mudanca de sinal em ¢7, onde €7 € a parte
do coeficiente c; do polindmio P(X\) que nao depende explicitamente da fragdo de
Lutzomyia infectados L.
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Demonstrag¢ao. O termo independente de A da expressao det (J), onde J é calculada
com as coordenadas do ponto de equilibrio nao trivial, é dado por

P(0) = det (J) = ppaps (A1Ls + AgLa + Ag) (2.10)
com os coeficientes A;, As e A3 dados por

A = —(p1+01+7) (2 + 02+ v2) (i3 + f1Ha + 5202) arag

Ay = (p2+ 02+ 72)as
X [(u1 + 01)mn(Es + BiHa + B2C2) — (1 + 61)c S1Hi Ly
+(p2 + 02)(p1 + 01 + 1) (I3 + Br1Ha + B2C2) o

Az = (p2+02) (1 +61)
X [=papiz(fiz + B1Hz + 3202) + azfBeiinCrLy + a1 Srfin Hy L] .

A expressao para 31 Ho + (52C5 resulta, usando as equagoes (2.5) e (2.6), em

BiL2+ By Lo

BiHs 4 32Co = o) )

onde By, By e D sao

By = ajon[Bi(p +01)(p2 + 02 +v2) + Bape + 602) (1 + 61+ 71)]
By = (p1+601)(p2 + 602) [on fifiz + o fafin]
D = DyL2+ DoLo+ D,

com Dy, Dy e D3 dados por

Dy = (1401 +71)(p2 + 02 + o)z
Dy = (1 +01)i (2 + 02 + v2)as + (p2 + 02) a2 (11 + 01 4+ 71)an
D3 = (p1+01)(p2 + O2)r i

Portanto, do termo que nao depende de Lo explicitamente, analisando Az e Ds,
tem-se que

(0% (0%
@ = (11 +01)(u2 + 02)° 12" i3 (1 BTy
H1ps Hapt3

ai).

Agora, se Ry > 1, devemos ter Ly > 0, 0 que implica em 0 < L; < 1. Além disso,
Lo > 0 também implica que Cs > 0 e, portanto, 0 < C; < 1. Analogamente, Hy > 0
e, consequentemente, 0 < H; < 1. Logo, verificamos que

01151 . azﬂz) >0,
Hip3 M2 3

e > =+ 01)(p2 + 02)* I 2 s (1 -
pois (1 — Ry) < 0. Se Ry < 1, entédo ¢7 < 0. O

Observagoes:

a) Na expressao do determinante dada pela equagao (2.10), se colocarmos os va-
lores das coordenadas (1,0,0,1,0,0,1,0) do ponto de equilibrio trivial P,,, recupera-
se a expresao —py oz (p1 + 01)(ue + 02)as. Assim, a estabilidade depende apenas
do sinal de a3, como se mostrou.
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b) O fato de ocorrer uma mudanca do sinal conforme o ndmero de reproduti-
bilidade basal seja maior ou menor que um, faz com que a estabilidade também
mude com Ry, e possa valer para o caso nao trivial. O Lema 2.1 pode ajudar nessa
conclusdo do ponto de vista tedrico, segundo a conjectura feita em [3].

3. Resultado Numérico

O modelo sera aplicado para descrever zonas endémicas do Estado de Sao Paulo, por
exemplo, a situacdo epidemiolégica encontrada no Municipio de Aragatuba. Usando
variacao dos coeficientes de incidéncia no Estado de SP entre 2000 e 2003, que foi
de 2,7 a 34,7, estima-se os coeficientes «;. A ocorréncia da LV em seres humanos
tem como fator de risco a ocorréncia de LV em caes com prevaléncia superior a
2% com uma alta densidade de populacgao canina [1]. Para condigdes iniciais a fim
de simular o sistema dindmico (2.1), usamos, para caes, C; = 0,98; Cy = 0,02
e ('3 = 0; para homens, Hy = 1; Hy = 0 e H3 = 0, enquanto para o vetor Lu.,
L =0,99e Ly =0,01.

Os valores dos parametros utilizados para obter o desenvolvimento no tempo
das variaveis de estado sao dados na Tabela 1. Quase todos os valores sao obtidos
do trabalho de Yang e Ferreira [8], segundo as referéncias por eles citadas, em que
algumas adaptagoes foram feitas para o caso do vetor Lu.

Parametro Valor Parametro Valor

py 52,5 1h 0,075
ot 2,3 1 0,0037
pyt 0,08 (i)~ 0,0016
7t 2 7' 5
a 0,0347 o 12,4
51 075 ﬂQ 574
0, 0,05 0, 0,01

Tabela 1: Valores dos parametros de modelo usados na simulacio, dados em dias™*.
Os valores sao aqueles encontrados na literatura.

As simulagbes numéricas do sistema dinamico (2.1) foram obtidas usando rotina
ode45, para o Problema do Valor Inicial do tipo néo stiff (programa de MATLAB®).
A Figura 1 mostra uma simulacao para o caso em que o numero de reprodutibi-
lidade basal global ¢ Ry = RS + RE = 5,5938, onde as contribuigdes individuais
Sao Rg = 5,5924 e R = 0,0014. Como os caes sdo sentinelas, escolheu-se uma
contribuicao muito maior por parte de caes que hospedeiro humano na transmissao
de Leishmaniose. Note que o ntimero de reprodutibilidade basal com respeito a
transmissdo entre homens, RE, é muito menor que o correspondente ao cio, R,
0 que permite a incidéncia baixa nos homens gragas & manutencao da transmissao
entre caes em nivel elevada. Assim, ocasionalmente, surgem casos de Leishmaniose
humana.
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Figura 1: Dinamica da transmissao da Leishmaniose. Resultados numéricos com
dados de zona endémica do Estado de Sao Paulo, Municipio de Aragatuba. Observa-
se que o nivel endémico persiste elevado em caes, mesmo para baixo nivel no vetor
Lu. A figura da direita mostra detalhes (diminuindo o valor méximo de prevaléncia)
da mesma situacdo da figura a esquerda. As curvas dos compartimentos Hy e Hs
s@o aquelas préximas do eixo horizontal (figura & esquerda), e a curva de Hs é
aquela que alcanga a assintota mais rapidamente (figura a direita). Os valores dos
parametros do modelo resultaram em Ry = RS + R = 5,5938, onde R§ = 5,5924
e R =0,0014.

4. Conclusao

Desenvolveu-se um modelo matemético para descrever a transmissao de Leishma-
niose considerando-se dois hospedeiros vertebrados e um invertebrado. O modelo
foi analisado em seus estados de equilibro. Derivou-se a expressao para o nimero de
reprodutibilidade basal com seus componentes que fornecem contribuicoes efetivas
de cada hospedeiro. As simulac¢ées mostram ocorréncia de Leishmaniose no hospe-
deiro ocasional, que é o homem, como conseqiiéncia da grande contribui¢ao dos caes
ao numero de reprodutibilidade. Além disso, as simulagoes mostram, também, que
os niveis endémicos nos vertebrados persistem mesmo que a prevaléncia no vetor Lu.
seja baixa. Isto poderia explicar os resultados negativos de muitas pesquisas que
procuram o protozoario no estomago dissecado de exemplares de Lu. capturados.
Quando o ser humano interfere no habitat em que esta inserido, sem os devidos
cuidados, pode sofrer conseqiiéncias desta acao. O vetor transmissor de Leishma-
niose pode se estabelecer em locais préximos ao homem trazendo, consigo, a doenca
antes circunscrita na regiao da mata. Como fator de risco, encontram-se os caes
que, mantendo a doenca em niveis endémicos na sua populagao, pode ocasionar
a transmissao entre os homens. Os resultados deste trabalho alertam para este
risco, mostrando que cuidadosas atengoes devem ser dadas para regides préximas
da mata para nao tornar Leishmaniose endémica nas grandes cidades. Uma forma
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de controle de Leishmaniose humana é o manejo responsavel e cuidadoso das matas
e florestas que circundam povoados. Outra forma de evitar a transmissao entre
homens em regioes endémicas consiste no controle da doenca nos caes, em especial
aqueles abandonados.
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Abstract. This work describes the transmission of Leishmaniasis considering com-
partmental model. This model takes into account three hots (two vertebrates and
one invertebrate). The analytical expression for the basic reproduction number is
derived through stability analysis. We made simulation with data obtained from
endemic zone in the State of Sdo Paulo.
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