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Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional
Online version ISSN 2676-0029 www.scielo.br/tcam
ARTIGO ORIGINAL
doi: 10.5540/tcam.2025.026.e01788

Inicialização Global Topográfica
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Recebido em 5 de dezembro de 2023 / Aceito em 11 de novembro de 2024

RESUMO. A resolução do problema de análise de estabilidade de fases é fundamental no estudo do
equilı́brio de fases, presente em vários processos da engenharia quı́mica onde é necessário prever o número
de fases e calcular a composição das mesmas. Na prática, para determinar a estabilidade de uma mistura
multicomponente, deve-se resolver um problema de otimização não linear restrita. Neste trabalho, estuda-
mos a estabilidade de sistemas termodinâmicos multicomponentes. Para resolver o problema de otimização,
empregamos a Inicialização Global Topográfica para selecionar bons pontos iniciais para um método de
direções viáveis e pontos interiores, que foi empregado na busca local. Os resultados indicam que a presente
metodologia é uma estratégia promissora para avaliar a estabilidade de misturas.

Palavras-chave: FDIPA, Análise de Estabilidade de Fases, Inicialização Topográfica.

1 INTRODUÇÃO

A análise de estabilidade de fases constitui um passo fundamental no cálculo do equilı́brio
multifásico de misturas multicomponentes, tal análise indica se uma mistura (a temperatura e
pressão especificadas) em uma determinada composição é estável e deve permanecer em estado
homogêneo, ou é instável e deve se dividir em mais fases [9].

Para avaliar a estabilidade de fase utiliza-se o chamado critério do plano tangente de Gibbs
(GPT), que é uma condição de estabilidade termodinâmica global cuja demonstração formal
é descrita em [1]. Na prática, utiliza-se a chamada função Distância do Plano Tangente de Gibbs
(TPD), que indica a distância vertical entre o plano tangente a superfı́cie da energia livre de
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Gibbs na composição de alimentação e a própria superfı́cie na composição relativa a fase de
teste [17]. Assim, uma mistura multicomponente é estável se, e somente se, o plano tangente (na
composição de alimentação) estiver sempre abaixo da superfı́cie de energia de Gibbs, isto é, se, e
somente se, a função distância do plano tangente de Gibbs nunca assumir valores negativos [1].

O primeiro a formular metodologias numéricas para a análise da estabilidade global baseada no
critério GPT foi Michelsen em [17]. Este autor utilizou duas abordagens. A primeira abordagem
consiste em obter todos os pontos estacionários da função TPD. Tais pontos são as soluções de
um sistema de equações não lineares que constituem as condições necessárias de otimalidade
de primeira ordem do problema. Neste caso, os sinais da função distância do plano tangente
de Gibbs avaliada em todos os seus pontos estacionários determinam o resultado da análise de
estabilidade de fase. Outra abordagem consiste em resolver um problema de otimização não
linear com restrições de caixa e igualdade, onde busca-se determinar a estabilidade do sistema
minimizando a função TPD em seu conjunto viável.

Em alguns casos, a primeira abordagem é a mais adequada nas aplicações práticas. De fato, para
fornecer boas estimativas de composição para subsequentes cálculos de equilı́brios multifásicos,
é necessário encontrar não apenas o minimizador global, mas todos os pontos estacionários da
função TPD [9]. Além disso, a existência de múltiplos pontos estacionários indica a tendência
da mistura multicomponente para exibir diferentes tipos de equilı́brios de fase: “vapor-lı́quido”,
“lı́quido-lı́quido” e “vapor-lı́quido-lı́quido” [9].

Aqui, utilizaremos a primeira abordagem para analisar a estabilidade de sistemas termo-
dinâmicos. Em geral, para resolver tal problema, são utilizados métodos numéricos de
otimização. Nesse contexto, temos os métodos tipo Newton, que a cada iteração realizam uma
busca local partindo de um determinado ponto inicial [15]. Devido as caracterı́sticas locais da
teoria matemática utilizada no desenvolvimento desses métodos, não é dada preferência aos mi-
nimizadores globais da função T PD, sendo necessário o uso de pontos iniciais suficientemente
próximos das soluções. Entretanto, pontos iniciais apropriados nem sempre estão disponı́veis na
formulação dos problemas de estabilidade.

Para contornar tal dificuldade, uma alternativa é utilizar a Inicialização Global Topográfica
(IGT) [25,28]. Tal algoritmo de agrupamento, utiliza uma abordagem baseada em conceitos ele-
mentares da teoria dos grafos, para a partir de pontos amostrais distribuı́dos de modo uniforme
no interior da região viável, selecionar pontos de partida adequados para os métodos de busca
local [11].

Recentemente, a IGT foi utilizada para resolver problemas de otimização com restrições de de-
sigualdade [11], calcular soluções múltiplas de sistemas de equações não lineares com restrições
[9] e para obter os minimizadores globais em problemas de otimização com restrições de
caixa [10]. A heurı́stica IGT foi também aplicada no cálculo de pontos crı́ticos de misturas
multicomponentes [16] e na determinação dos pontos estacionários da função TPD [8, 24].

Em [11], os autores reescreveram o problema de análise de estabilidade de forma que o con-
junto viável foi determinado por meio de restrições de caixa e desigualdade. Para resolver tal

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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problema, esses autores utilizaram um método desenvolvido para problemas com restrições de
desigualdade, que determinou os minizadores globais da função TPD partindo de pontos selecio-
nados pela IGT. Entretanto, tal abordagem tem como desvantagem a dificuldade de obter pontos
viáveis conforme o número de componentes das misturas aumentam.

No presente trabalho, avaliamos a estabilidade de 6 sistemas termodinâmicos descritos na li-
teratura. Para isso, usamos a IGT para obter as estimativas iniciais adequadas para o método
de otimização tipo Newton, denominado Algoritmo de Direções Viáveis e Pontos Interiores
(FDIPA), desenvolvido para resolver problemas com restrições de igualdade e/ou desigualdade
e empregado aqui para encontrar as soluções globais do problema. Em todos os experimentos
realizados neste trabalho, o método foi capaz de obter as soluções globais.

Este artigo está estruturado da seguinte forma. O problema de análise de estabilidade de fa-
ses é apresentado e em seguida são descritos o método de busca local FDIPA e a Inicialização
Global Topográfica. Após a descrição do método de otimização, são apresentados os resultados
numéricos, e por fim são feitas as conclusões.

2 PROBLEMA DE ANÁLISE DE ESTABILIDADE

Dada uma mistura com n componentes a temperatura (T ) e pressão (P) constantes, seja z =
(z1, ..., zn)

T o vetor das composições (frações molares) da fase analisada (denotada por α) e x =
(x1, ..., xn)

T o vetor da composição de uma fase de testes (denotado por β ) [11]. A formulação
moderna da análise de estabilidade de fase de uma mistura é feita utilizando a função Distância
do Plano Tangente (TPD) dada por

T PD(x1, ..., xn) =
n

∑
i=1

xi[µ
β

i (x1, ..., xn)−µ
α
i (z1, ..., zn)], (2.1)

onde µ
j

i representa o potencial quı́mico do componte i= 1, ..., n na fase j =α , β [1]. Em geral, o
potencial quı́mico é descrito por modelos termodinâmicos altamente não lineares que dependem
também de T e P.

De acordo com Baker et al. [1], a mistura é estável a T e P constantes e apresenta uma única
fase, se T PD(x1, ..., xn)⩾ 0 para todo x ∈Rn tal que 0 < xi < 1 e 1−∑

n
i=1 xi = 0. Por outro lado,

se T PD(x1, ..., xn)< 0 para algum x, então a mistura é instável e uma nova fase aparecerá. Esse
critério de estabilidade é chamado de Critério do Plano Tangente de Gibbs (GPT) [11].

Em [7] os autores reescreveram a função T PD como

f (x) =
1

RT

n

∑
i=1

xi{[µβ

i (x)−µ
α
i (z)]− [µβ

n (x)−µ
α
n (z)]}+[µβ

n (x)−µ
α
n (z)], (2.2)

onde R é a constante universal dos gases. Assim, utilizando o critério GPT e a função f descrita
na Eq. (2.2), a análise de estabilidade pode ser formulada como um problema de otimização
restrita, caracterizado como

minimizar f (x) sujeito a x ∈ D, (2.3)

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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onde

D = {x ∈ H ⊂ Rn;1−
n

∑
i=1

xi = 0}. (2.4)

O subconjunto H é um hipercubo definido por H = [0,1]× [0,1]× ...× [0,1], onde ”×”denota
o produto cartesiano. Assim, para avaliar a estabilidade de um sistema termodinâmico, deve-se
resolver o problema (2.3), onde o sinal do valor ótimo de f em D irá determinar se o sistema é
estável ou instável [11].

Para equilı́brio de fase à pressão baixa ou moderada, o potencial quı́mico µi é escrito em termos
do coeficiente de atividade ρi [8]. Neste caso, a função distância f assume a forma:

f (x) =
n

∑
i=1

xi{[ln(xiρi(x))− ln(xiρi(z))]− [ln(ψn)− ln(ϑn)]}+[ln(ψn)− ln(ϑn)], (2.5)

onde ψn = xnρn(x), ϑn = xnρn(z).

Para calcular ln(xiρi(x)) utiliza-se os modelos de coeficiente de atividade como “Non-Random
Two Liquid” (NRTL) e “UNIversal QUAsi-Chemical” (UNIQUAC) [8]. No modelo NRTL temos,

ln(xiρi(x)) = ln(xi)+

[
si +

n

∑
j=1

(
x jMi j

∑
n
k=1 xkMk j

(
τi j−

∑
n
k=1 xkτk jMk j

∑
n
k=1 xkMk j

))]
, (2.6)

onde

si =
∑

n
j=1 x jτ jiM ji

∑
n
k=1 xkMki

(2.7)

e τi j e Mi j são parâmetros de iteração binária tais que τii = 0 e Mii = 1.

No modelo UNIQUAC, ln(xiρi(x)) é descrito como,

ln(xiρi(x)) = ln(υi)+5qi ln(θi/υi)+ li−
υi

xi

n

∑
j=1

x jl j−qisi, (2.8)

com li = 4ri−5qi +1, υi =
xiri

∑
n
j=1 x jr j

, θi =
xiqi

∑
n
j=1 x jr j

e

si = ln

(
n

∑
j=1

θ jτ ji

)
−1+

n

∑
j=1

θ jτi j

θkτk j
. (2.9)

Os parâmetros υi e θi são a fração de volume e a fração de área do componente i, respectivamente.
Os parâmetros de iteração binária τi j são tais que τii = 1.

Por outro lado, para o equı́librio de fases a alta pressão, o potencial quı́mico µi do componente i
é modelado utilizando os coeficiente de fugacidade υi, do componente i,

µi(x)
RT

= ln(Pxiυi(x))+
µ0

i
RT

, (2.10)

onde µ0
i é o potencial quı́mico da componente i em um estado padrão, a temperatura T [11].

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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Neste caso, a função f é escrita como

f (x) =
n

∑
i=1

xi{[ln(xiυi(x))− ln(xiυi(z))]− [ln(ςn)− ln(ζn)]}+[ln(ςn)− ln(ζn)], (2.11)

onde ςn = xnυn(x), ζn = xnυn(z).

Para determinar os coeficientes de fugacidade emprega-se as equações cúbicas de estado para o
equilı́brio lı́quido-vapor. Para isso, considera-se a equação cúbica de estado de duas constantes
na forma

Z3− [1+δ1δ2B]Z2 +[A−δ3(B+B2)+δ1δ2B2]Z− [AB+δ1δ2(B2 +B3)] = 0, (2.12)

onde δ3 = δ1+δ2 e Z é o fator de compressibilidade da fase [11]. Os parâmetros A e B são dados
pelas regras de misturas,

A = ΩA

n

∑
i=1

n

∑
j=1

Ai j e B = ΩB

n

∑
i=1

Bi, (2.13)

com

Ai j =
(Priαi)

0,5

Tri

(Pr j α j)
0,5

Tr j

xix j(1−Ki j), (2.14)

Bi =
Pri

Tri

xi (2.15)

e
α

0,5
i = 1+mi(1−T 0,5

ri
), (2.16)

onde Pri =
P

Pci
e Tri =

T
Tci

representam, respectivamente, pressão reduzida e temperatura reduzida
do componente i [11]. Por sua vez, Ki j são os parâmetros de iteração binária para o modelo
cúbico, tais que Kii = 0 e Ki j = K ji.

Partindo do modelo cúbico mostrado na Eq. (2.12), podemos escrever ln(xiυi) como

ln(xiυi) = ln(xi)+
ΩB

B
Bi

xi
(Z−1)− ln(Γ)− 1

ϖ

A
B

bi ln
(

χ

κ

)
, (2.17)

com Γ = Z−B, ϖ = δ1−δ2, χ = Z +δ1B, κ = Z +δ2B e

bi = 2
ΩA

A
∑

n
j=1 Ai j

xi
− ΩB

B
Bi

xi
. (2.18)

A equação Soave–Redlich–Kwong (SRK) é um caso particular de Eq. (2.12), onde δ1 = 1, δ2 = 0,
ΩA = 0,42747, ΩB = 0,08664 e mi = 0,48+1,57ωi−0,17ω2

i . Aqui, ωi denota o fator acêntrico
da componente pura i. Por outro lado, se δ1 = 1 +

√
2, δ2 = 1−

√
2, ΩA = 0,45724, ΩB =

0,07780 e mi = 0,37464+1,54226ωi−0,2699ω2
i , temos a equação Peng-Robinson (PR) [11].

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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3 MÉTODO DE OTIMIZAÇÃO

3.1 Algoritmo de Direções Viáveis e Pontos Interiores

O método FDIPA foi proposto em [12] para resolver o problema geral de otimização

minimizar f (x) sujeito a x ∈Ω , (3.1)

onde Ω =
{

x ∈ S; gi (x)≤ 0 e h j (x) = 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , l
}
. O subconjunto S é um hi-

percubo no Rn. As funções f :Rn→R, gi :Rn→R e h j :Rn→R são por hipótese continuamente
diferenciáveis, mas não necessariamente convexas [12]. Note que o conjunto D descrito na Eq.
(2.4) é um caso particular do conjunto Ω .

Sendo que as restrições de igualdade devem ser ativas na solução, recorre-se ao uso de uma
função de penalidade φ [14]. Aqui, φ é dada por

φ (x) = f (x)+
l

∑
j=1

c j
∣∣h j (x)

∣∣ ,
onde c j > 0, j = 1, . . . , l. Neste caso, existe c ∈ Rl tal que o valor mı́nimo de φ sujeito apenas a
restrições de desigualdade ocorre na solução do problema (3.1). No entanto, embora não existam
parâmetros de penalidade indefinidamente crescentes, a função φ não possui derivadas em pontos
onde as restrições de igualdade estão ativas [12]. Para contornar essa limitação, considera-se
apenas os pontos onde as funções h j, j = 1, . . . , l, apresentam o mesmo sinal (não positivo) [12].
Assim, o conjunto viável do problema assume a forma

Ω =
{

x ∈ S; gi (x)≤ 0 e h j (x)≤ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , l
}
, (3.2)

cujo interior é o conjunto não vazio denotado por Ω 0. Aqui, assumimos que o conjunto viável
Ω possui o interior não vazio. Além disso, por definição, tal conjunto é limitado e fechado,
garantindo a existência de soluções do problema de minimização restrita [15].

De acordo com [12], as seguintes hipóteses deverão ser observadas para haver convergência: (i)
Existe um número real a tal que o conjunto Ωa = {x ∈Ω; f (x)≤ a} é compacto; (ii) as funções
f , g e h são continuamente diferenciáveis em Ωa e têm derivadas que satisfazem a condição de
Lipschitz, e (iii) dado x ∈ Ωa, para todo i tal que gi (x) = 0, i = 1, . . . ,m, os vetores ∇gi (x) são
linearmente independentes.

Sob essas hipóteses, dado um ponto inicial x0 ∈ Ω 0 o método FDIPA gera uma sequência de
pontos {xk} ⊂ Ω 0, onde xk+1 é definido por xk+1 = xk + tkdk [12]. O vetor dk é uma direção de
descida para φ e viável em relação a Ω . Por sua vez, tk é o comprimento do passo obtido em
uma busca linear inexata ao longo de dk, exigindo a viabilidade das restrições e um decréscimo
satisfatório de φ . Aqui, a busca linear é baseada na condição de Armijo para otimização irrestrita
[14]. De acordo com [12], a sequência {xk} converge para um ponto Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
do problema (3.1).

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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A direção de busca dk é definida como dk = dα +ρdβ , onde ρ > 0 é definido de forma a garantir
que dk seja de descida para phi e viável em relação ao conjunto Ω. Por sua vez, os vetores dα e
dβ são obtidos resolvendo os seguintes sistemas de equações Qk ∇g(xk) ∇h(xk)

Λk∇gT (xk) G(xk) 0
∇hT (xk) 0 0


 dα

k
λ α

k
µα

k

=−

 ∇ f (xk)

0
h(xk)

 , (3.3)

e  Qk ∇g(xk) ∇h(xk)

Λk∇gT (xk) G(xk) 0
∇hT (xk) 0 0


 dβ

k

λ
β

k

µ
β

k

=−

 0
Λkωg

ωh

 , (3.4)

onde G(x)∈Rm×m é uma matriz diagonal, com Gii (x)= gi (x), para todo i= 1, . . . ,m, Λk ∈Rm×m

é a matriz diagonal definida como Λkii = λki , i = 1, . . . ,m. Os vetores λk e µk são os multiplicado-
res de Lagrange associados às restrições de desigualdade e igualdade, respectivamente. Observe
que os sistemas definidos nas Eqs. (3.3) e (3.4) independem do valor atual de µ .

A matriz Qk (xk,λk,µk) ∈ Rn×n é a aproximação quasi-Newton BFGS da Hessiana da Lagrangi-
ana associada ao problema (3.1) [3,12,15]. Para garantir Q definida positiva, a atualização BFGS
utiliza a chamada condição de curvatura δ T γ > 0, que pode não ser satisfeita quando a função é
a Lagrangiana. Para solucionar esse problema, em [12], recomenda-se o uso da fórmula BFGS
com a modificação de Powell [5, 22].

De acordo com [12], a direção dα
k = xk+1− xk é de descida para φ , mas pode não ser viável

em relação a Ω . Para garantir a viabilidade da direção de busca, utiliza-se o vetor dβ

k ∈ Rn para
desviar o vetor dα

k ∈ Rn para o interior da região viável. O vetor dβ

k é obtido resolvendo a Eq.
(3.4), onde ωg > 0 e ωh > 0, são fatores de deflexão associados a restrições de desigualdade e
igualdade, respectivamente.

Os passos do método FDIPA são descritas no Algoritmo 1.

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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Algorithm 1 FDIPA

Dados: ε > 0, ϕ > 0, ν ∈ (0, 1), ξ ∈ (0, 1) e η ∈ (0, 1), x0 ∈ Ω0, 0 < λ0 ∈ Rm, 0 < c0 ∈ Rl ,

0 < ωg ∈ Rm, 0 < ωh ∈ Rl e Q0 ∈ Rn×n simétrica e definida positiva.
Resultado: Solução x obtida utilizando o ponto inicial x0

1 Faça k = 0 e calcule ∇Lx (xk, λk, µk) = ∇ f (xk)+∇g(xk)λk +∇h(xk)µk.

2 Passo 1. Cálculo da direção de busca d.
3 Calcule dα

k e λ α
k resolvendo o sistema linear (3.3).

4 se
∥∥dα

k

∥∥⩽ ε então retorna xk. Pare;

5 Calcule dβ

k e λ
β

k resolvendo o sistema linear (3.4).
6 se c j < 1,2µα

k então c j =−2µα
k , j = 1, ..., l;

7 se ∇φ T (xk)dβ

k > 0 então
8 ρk = min{ϕ

∥∥dα
k

∥∥2 ; (ξ −1)∇φ T (xk)dα
k

/
∇φ T (xk)dβ

k }.

9 senão
10 ρk = ϕ

∥∥dα
k

∥∥2
.

11 fim
12 Faça dk = dα

k +ρkdβ

k e λ k = λ α
k +ρkλ

β

k .

13 Passo 2. (Busca Linear) Calcule t, o primeiro número da sequência
{

1,ν ,ν2,ν3, . . .
}

que satisfaz

φ (xk + tkdk)≤ φ (xk)+ tkη∇φ
T (xk)dk,

h j (xk + tkdk)≤ 0, j = 1, ..., l,

gi (xk + tkdk)< 0, se λ ki ≥ 0,

gi (xk + tkdk)≤ gi (xk) , se λ ki < 0.

14 Passo 3. (Atualizações) Faça xk+1 = xk + tkdk e

∇Lx (xk+1, λk, µk) = ∇ f (xk+1)+∇g(xk+1)λk +∇h(xk+1)µk,

γ = ∇Lx (xk+1, λk, µk)−∇Lx (xk, λk, µk) ,

δ = tkdk,

ζ =

{
1, se δ T γ ⩾ 0,2δ T Qkδ(
0,8δ T Qkδ

)/(
δ T Qkδ −δ T γ

)
, se δ T γ < 0,2δ T Qkδ

,

σ = ζ γ +(1−ζ )Qkδ ,

Qk+1 = Qk−
Qkδδ T Qk

δ T Qkδ
+

σσT

δ T σ
.

15 para todo i = 1, ..., m faça λk+1i =−1/g(xk+1);
16 se λk+1i > 1 então λk+1i = 1;
17 se ∥xk+1− xk∥< ε então retorna xk+1. Pare;
18 senão k = k+1. Volte para o Passo 1;

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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3.2 Inicialização Global Topográfica

A Inicialização Global Topográfica é uma heurı́stica que busca selecionar pontos adequados em
um conjunto de N pontos amostrais gerados, de modo uniforme, no hipercubo S. O processo de
gerar pontos amostrais é feito usando uma sequência com baixa discrepância, conhecida como
sequência de Sobol, ver [11]. Note que os pontos amostrais podem não ser todos viáveis, ou seja,
apenas N pontos pertencem ao conjunto Ω ⊂ Rn descrito na Eq. (3.2), onde N ≤ N. Aqui, os
pontos não viáveis devem ser descartados.

Por sua vez, os N pontos amostrais viáveis são denotados por Pi, i = 1,2, . . . ,N. Para cada ponto
Pi, é construı́da uma lista de referência (uma lista de ı́ndices dos pontos), onde os outros (N−1)
pontos estão organizados através da ordem do vizinho mais próximo. Assim, o j-ésimo elemento
da lista do ponto Pi é o ponto amostral j mais próximo de Pi. Essa lista é ainda complementada
pela atribuição de um sinal para cada ı́ndice j, do seguinte modo:

j =

{
+ j, se f (Pj)⩾ f (Pi)

− j, se f (Pj)< f (Pi)
. (3.5)

As N listas de referências correspondem às linhas de uma matriz N×(N−1), chamada de matriz
topográfica (t−matriz) da função φ . Considerando apenas as k primeiras colunas da t−matriz
(k vizinhos mais próximos) obtemos a submatriz N× k chamada de k− t−matriz, 1 ⩽ k ⩽ (N−
1) [11]. Tal matriz pode ser interpretada geometricamente por um grafo orientado chamado de
k+− topogra f o. O ponto amostral Pi é dito um minimizador local de φ no k+− topogra f o se a
i−ésima linha da k− t−matriz é uma linha somente com valores positivos [28]. Nesse caso, do
ponto Pi partem k arcos no k+− topogra f o. Os minimizadores locais de φ no k+− topogra f o
são os pontos selecionados para a busca local.

De acordo com [28], o número de minimizadores locais de φ no k+− topogra f o aumenta con-
forme o valor de k decresce, o que pode levar a um grande custo computacional no passo de
busca local. Sendo assim, o parâmetro k deve ser escolhido de forma adequada. Nesse contexto,
em [11] foi proposta uma fórmula para o cálculo de k. Utilizando esta fórmula os autores obti-
veram k = 4 na maioria dos seus experimentos. Por esse motivo, no presente trabalho utilizamos
apenas os 4 vizinhos mais próximos.

O uso da Inicialização Global Topográfica pode ser melhor entendido através do seguinte
problema de minimização: obtenha x ∈Ω, que minimiza a função

φ (x) =
(
x2

1−1
)2

+
∣∣x2

1 + x2−1
∣∣+ |x2| , (3.6)

onde
Ω =

{
x ∈ [−2, 2]× [−2, 0] ;h1 (x) = x2

1 + x2−1≤ 0 e h2 (x) = x2 ≤ 0
}
. (3.7)

Os minimizadores da função φ em Ω são os pontos (−1,0) e (1,0), para os quais φ (x) = 0.

Seguindo o primeiro passo da IGT, foi utilizada a sequência de Sobol para gerar N = 10 pontos
amostrais na caixa [−2, 2]× [−2, 0]. Verificando a viabilidade desses pontos, observa-se que

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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os pontos (−2;−2), (1,5;−0,25) e (−1,5;−0,75) não são viáveis e devem ser descartados. Os
N = 7 pontos restantes, pertencem a Ω e são descritos na Tabela 1 com os respectivos valores de
φ .

Tabela 1: Pontos amostrais Pi com os respectivos valores de φ .

i Pi f (Pi)

1 (0;−1) 4
2 (1;−1,5) 3
3 (−1;−0,5) 1
4 (−0,5;−1,25) 3,8125
5 (0,5;−1,75) 4,8125
6 (−1,25;−1,375) 2,50391
7 (0,75;−0,375) 1,37891

Considerando os k = 4 vizinhos mais próximos para cada ponto da Tabela 1, a 4− t−matriz é
dada por,

4− t−matriz =



−4 5 −7 −2
5 1 −7 4
4 6 1 7
1 −6 −3 5
−2 −1 −4 −7
4 −3 1 5
1 2 5 4



← 1
← 2
← 3
← 4
← 5
← 6
← 7

. (3.8)

Note que na 4− t −matriz apenas as linhas 3 e 7, correspondentes aos pontos P3 e P7, são
positivas. Assim, os pontos P3 e P7 são os minimizadores locais de φ no 4+ − topogra f o e
devem ser selecionados como estimativas iniciais para o método de busca local FDIPA. Aqui, o
método FDIPA equipado com a Inicialização Global Topográfica é denotado por IGT-FDIPA.

4 RESULTADOS

Para avaliar a eficácia da metodologia aqui apresentada, utilizamos seis sistemas descritos na
literatura [13, 17, 18, 23, 29]. O fato desses sistemas terem sido estudados por outros autores que
utilizaram diferentes métodos para obter as soluções, fornece uma base para comparação das
soluções obtidas e análise de desempenho do método aqui estudado. Os sistemas possuem de
dois a oito componentes e foram estudados com diferentes composições. Para cada composição
foram obtidos os minimizadores globais (denotados por x∗) com os respectivos valores da função
de penalidade φ (denotados por φ ∗). Ressaltamos que mesmo nos casos binários a não linearidade
do problema de análise de estabilidade, fazem da busca de soluções ótimas uma tarefa difı́cil.

Foram utilizados os seguintes parâmetros no método FDIPA: ε = 10−10, ϕ = 0,8, ν = 2/3,
ξ = 0,7, η = 0,1 e Q0 = In. Para resolver os sistemas descritos nas Eqs. (3.3) e (3.4) foi utilizado

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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o método de Eliminação de Gauss [20]. O método FDIPA equipado com a Inicialização Global
Topográfica é denotado por IGT-FDIPA. Os resultados numéricos foram obtidos utilizando um
computador equipado com o processador Intel® Core™ i7-4510U, 8 GB de memória e sistema
operacional Ubuntu 15.04. O código foi desenvolvido em linguagem C.

Problema 1: (acetato de n-butila (1)/ água (2)) Esse sistema binário apresentado em [23],
consiste em uma mistura equimolar de 1mol a T = 298K e P = 1,013bar (pressão conside-
rada baixa), onde duas fases lı́quidas estão presentes em equilı́brio. Para modelar o problema
empregou-se o modelo NRTL com os parâmetros descritos em [11].

Na Tabela 2 são apresentados os resultados obtidos para 6 diferentes composições. Os parâmetros
de penalidade iniciais foram definidos como c0 = 105 e foram gerados N = 40 pontos amostrais
dos quais N = 17 são viáveis.

Tabela 2: Soluções obtidas utilizando o método IGT-FDIPA para diferentes composições do
sistema acetato de n-butila (1)/ água (2).

Problema (z1,z2) x∗ φ ∗ Estado
1 (0,5; 0,5) (0,00421; 0,99579) −0,03246 instável
2 (0,1; 0,9) (0,96345; 0,03655) −0,21419 instável
3 (0,2; 0,8) (0,003796; 0,9962) −0,07425 instável
4 (0,65; 0,35) (0,94131; 0,05869) −0,00671 instável
5 (0,93514; 0,06486) (0,59424; 0,40577) −0,00071 instável
6 (0,59199; 0,40801) (0,59199; 0,40801) 0,0 estável

Os resultados descritos na Tabela 2 foram também obtidos por [23], utilizando o Algoritmo
Genético (GA). Em [27] os autores utilizaram o método Quase-Newton BFGS (QN) com Busca
Tabu (TS) e Evolução Diferencial (DE), o que deu origem a quatro métodos hı́bridos denotados
por TS-S-QN, TS-M-QN, TS-R-QN e DE-QN. Em [11], a análise de estabilidade foi formulada
como um problema com restrições de desigualdade. Para obter as soluções globais, em [11] os
autores utilizaram o método TFDIPA, onde a Inicialização Global Topográfica seleciona estima-
tivas iniciais para uma versão do método FDIPA desenvolvida para problemas com restrições de
desigualdade. Para avaliar a estabilidade na composição 1, em [4] os autores utilizaram o método
Particle Swarm Optimization (PSO) e Simulated Annealing (SA).

Na Tabela 3 são apresentados os números de avaliações (NAF) da função objetivo feitas pelo
método IGT-FDIPA e por cada um desses métodos, em cada composição da Tabela 2.

Observe que para a configuração utilizada, o número de avaliações da função objetivo feitas pelo
método IGT-FDIPA foi menor, exceto na composição 6 onde o método TFDIPA realizou um
número menor de avaliações.

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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Tabela 3: Número de avaliações da função objetivo necessárias para obter as soluções descritas
na Tabela 2 utilizando 9 métodos.

Composição 1 2 3 4 5 6
NAF-IGT-FDIPA 147 93 86 225 78 129

NAF-TFDIPA 183 96 100 296 281 44
NAF-GA 2491 2510 2342 2673 2915 2753

NAF-TS-S-QN 567 563 465 571 583 581
NAF-TS-M-QN 360 330 361 332 324 325
NAF-TS-R-QN 684 645 681 642 640 639
NAF-DE-QN 2568 2562 2566 2569 2557 2567

NAF-PSO 704 - - - - -
NAF-SA 443 - - - - -

Problema 2: (etilenoglicol (1)/ álcool láurico (2)/ nitrometano (3)) Esse sistema apresenta três
fases lı́quidas em T = 295K e P = 1,013bar e foi modelado em [23] utilizando o modelo UNI-
QUAC. Para isso, utilizou-se os parâmetros descritos em [11]. Para os testes, foram consideradas
5 diferentes composições, apresentadas na Tabela 4.

Tabela 4: Composições analisadas para o sistema etilenoglicol (1)/ álcool láurico (2)/ nitrometano
(3).

Problema (z1,z2,z3)

1 (0,4; 0,3; 0,3)
2 (0,27078; 0,47302; 0,25620)
3 (0,2; 0,3; 0,5)
4 (0,29672; 0,46950; 0,23378)
5 (0,27899; 0,49191; 0,22910)

Na Tabela 5 são apresentados as soluções obtidas pelo método IGT-FDIPA para as composições
descritas na Tabela 4. Para obter tais soluções utilizou-se N = 50 pontos amostrais dos quais
N = 42 são viáveis. Os parâmetros de penalidade iniciais foram definidos como c0 = 1.

As soluções descritas na Tabela 5 estão de acordo com as soluções obtidas em [23] e [11]. Na
Tabela 6 são apresentados os números de avaliações (NAF) da função φ necessárias para deter-
minar as soluções para cada composição da Tabela 4, utilizando o método IGT-FDIPA. Também
são apresentados os números de avaliações feitas pelos métodos TFDIPA [11] e DE [4]. Exceto
na composição 5, o número de avaliações foi menor quando utilizou-se o IGT-FDIPA.

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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Tabela 5: Soluções obtidas utilizando o método IGT-FDIPA para diferentes composições do
sistema etilenoglicol (1)/ álcool láurico (2)/ nitrometano (3).

Problema x∗ φ ∗ Estado
1 (0,7543; 0,00222; 0,24348) −0,11395 instável
2 (0,02332; 0,001713; 0,97497) −0,05876 instável
3 (0,01252; 0,00113; 0,98635) −0,22827 instável
4 (0,71533; 0,003387; 0,28128) −0,027 instável
5 (0,27899; 0,49191; 0,2291) 0 estável

Tabela 6: Número de avaliações da função objetivo necessárias para obter as soluções descritas
na Tabela 5 utilizando 3 métodos.

Composição 1 2 3 4 5
NAF-IGT-FDIPA 406 554 349 326 112

NAF-TFDIPA 484 2215 1666 1311 84
NAF-DE 517 - - - -

Problema 3: (sulfeto de hidrogênio (1)/ metano (2)) Esse sistema binário com até duas fases a
T = 190K e P = 40,53bar, foi modelado utilizando a equação de estado SRK. Apesar de ser
um sistema binário, a análise de estabilidade pode ser bastante difı́cil, pois mesmo para sistemas
com poucos componentes a função T PD pode apresentar mais de um minimizador local o que
dificulta a convergência para métodos que realizam busca local [17, 29]. Para mostrar esse fato,
na Fig. 1 é apresentado o gráfico da função φ na composição (0,0187;0,9813), onde 0 < x1 < 1
e x2 = 1− x1.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x
1

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Figura 1: Gráfico da função φ para o sistema sulfeto de hidrogênio (1)/ metano (2) na composição
(0,0187;0,9813).
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Observe na Fig. 1, que próximo de x1 = 0 a função φ possui vários mı́nimos locais, o que pode
ser notado pela presença de cúspides nessa região. Note ainda que tal mistura é instável nessa
composição, pois o gráfico está abaixo do eixo x1 para valores de x1 próximos de 0,1.

Aqui, os parâmetros da equação SRK: iteração binária, fator acêntrico, pressão crı́tica e tempe-
ratura crı́tica para este sistema, são os mesmos apresentados em [26]. Na Tabela 7 são descritos
os resultados obtidos pelo método IGT-FDIPA utilizando a equação SRK na análise de estabili-
dade do sistema 3 para 6 diferentes composições. Para esse exemplo definimos c0 = 10 e foram
gerados N = 20 pontos amostrais dos quais N = 6 são viáveis.

Tabela 7: Soluções obtidas utilizando o método IGT-FDIPA para diferentes composições do
sistema sulfeto de hidrogênio (1)/ metano (2).

Problema (z1,z2) x∗ φ ∗ Estado
1 (0,0187; 0,9813) (0,07664; 0,92337) −0,003932 instável
2 (0,888; 0,112) (0,07919; 0,92081) −0,00244 instável
3 (0,5; 0,5) (0,07454; 0,92546) −0,08252 instável
4 (0,0115; 0,9885) (0,0115; 0,9885) 0,0 estável
5 (0,07; 0,93) (0,07; 0,93) 0,0 estável
6 (0,89; 0,11) (0,89; 0,11) 0,0 estável

Na Tabela 8 são apresentados os números de avaliações (NAF) da função objetivo necessárias
para determinar as soluções para cada composição da Tabela 7, utilizando os métodos IGT-
FDIPA, TFDIPA [11], DIRECT (DIviding RECTangles) [26], Tunneling [19], GLOBAL [2].
Também são apresentados os números de avaliações feitas pelos métodos DE, PSO e SA na
análise de estabilidade para a composição 1 [4].

Tabela 8: Número de avaliações da função objetivo necessárias para obter as soluções descritas
na Tabela 7 utilizando 8 métodos.

Composição 1 2 3 4 5 6
NAF-IGT-FDIPA 62 132 55 54 69 70

NAF-TFDIPA 49 109 1043 59 5665 297
NAF-DIRECT 75 51 67 113 75 89
NAF-Tunneling 645 630 696 512 - 667
NAF-GLOBAL 3671 3848 3409 3584 3689 3862

NAF-DE 120 - - - - -
NAF-PSO 123 - - - - -
NAF-SA 266 - - - - -

Pela Tabela 8 temos que o método IGT-FDIPA fez menos avaliações nas composições 3, 4, 5
e 6. Por outro lado, na composição 1 o número de avaliações foi menor quando utilizou-se o
TFDIPA. O método DIRECT realizou menos avaliações na composição 2.

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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Problema 4: (metano (1)/ propano (2)) Esse sistema foi modelado utilizando a equação cúbica
SRK com T = 277,6K e P = 100,0bar [29]. Os parâmetros da equação SRK para este sistema
são dados em [26].

Na Tabela 9 são descritos os resultados obtidos pelo método IGT-FDIPA na análise de estabi-
lidade do sistema 4 em 3 diferentes composições, onde as duas primeiras estão próximas dos
pontos crı́ticos da mistura [26]. Nesses casos, como as fases estão praticamente coexistindo,
pode ocorrer dos métodos de otimização determinarem valores ótimos positivos, apontando de
forma equivocada a presença de uma única fase. Para obter as soluções da Tabela 9 foram gera-
dos N = 20 pontos amostrais dos quais N = 6 são viáveis. Os parâmetros de penalidade iniciais
foram definidos como c0 = 10.

Tabela 9: Soluções obtidas utilizando o método IGT-FDIPA para diferentes composições do
sistema metano (1)/ propano (2).

Problema (z1,z2) x∗ φ ∗ Estado
1 (0,68; 0,32) (0,77251; 0,22749) −0,0003353 instável
2 (0,73; 0,27) (0,65021; 0,34979) −0,000296 instável
3 (0,4; 0,6) (0,4; 0,6) 0,0 estável

As soluções descritas na 9 estão de acordo com as soluções obtidas em [26] e [11]. Na Tabela
10 são apresentados os números de avaliações (NAF) da função φ necessárias para determinar
as soluções da Tabela 9 utilizando o método IGT-FDIPA. Também são apresentados os números
de avaliações feitas pelo TFDIPA [11], DIRECT (DIviding RECTangles) [26], Tunneling [19],
DE e PSO [4]. Os métodos PSO, TFDIPA e IGT-FDIPA apresentaram menos avaliações nas
composições 1, 2 e 3, respectivamente.

Tabela 10: Número de avaliações da função objetivo necessárias para obter as soluções descritas
na Tabela 9 utilizando 6 métodos.

Composição 1 2 3
NAF-IGT-FDIPA 67 142 46

NAF-TFDIPA 53 51 69
NAF-DIRECT 39 55 81
NAF-Tunneling 1113 1539 586

NAF-DE 62 - -
NAF-PSO 17 - -

Problema 5: (metano (1)/ etano (2)/ nitrogênio (3)) Esse sistema termodinâmico foi estudado por
vários autores que utilizaram a equação de estado Peng-Robinson (PR) para modelar o problema
com T = 270K e P = 76,0bar [2,11,19,21,26]. Os parâmetros da equação PR: iteração binária,
fator acêntrico, pressão crı́tica e temperatura crı́tica para este sistema, são dados descritos em
[11].
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Para os testes foram consideradas 3 composições apresentadas na Tabela 11. A primeira
composição está próxima da região do ponto de orvalho. Por sua vez, as composições 2 e 3
estão próximas da região dos pontos crı́ticos Lı́quido-Vapor da mistura, sendo que a composição
2 está em uma região bifásica e a composição 3 encontra-se em uma região monofásica [26].

Tabela 11: Composições analisadas para o sistema metano (1)/ etano (2)/ nitrogênio (3).

Problema (z1,z2,z3)

1 (0,1; 0,6; 0,3)
2 (0,3; 0,55; 0,15)
3 (0,38; 0,54; 0,08)

Os resultados da análise de estabilidade obtidos para o sistema 5 são mostrados na 12. Tais
resultados estão de acordo com aqueles descritos em [26] e [11]. Para obter tais soluções utilizou-
se N = 20 pontos amostrais dos quais N = 18 são viáveis. Os parâmetros de penalidade iniciais
foram definidos como c0 = 10.

Tabela 12: Soluções obtidas utilizando o método IGT-FDIPA para diferentes composições do
sistema metano (1)/ etano (2)/ nitrogênio (3).

Problema x∗ φ ∗ Estado
1 (0.06782, 0.79931, 0.13287) −0.01486 instável
2 (0.24499, 0.65836, 0.09665) −0.001182 instável
3 (0,38; 0,54; 0,08) 0,0 estável

Na Tabela 13 são apresentados os números de avaliações (NAF) da função φ feitas pelos
métodos IGT-FDIPA, TFDIPA [11], DIRECT (DIviding RECTangles) [26], Simulated Anne-
aling (SA) [21] e GLOBAL [2]. Para as composições 1 e 3 o número de avaliações foi menor
quando utilizou-se o IGT-FDIPA.

Tabela 13: Número de avaliações da função objetivo necessárias para obter as soluções descritas
na Tabela 12 utilizando 5 métodos.

Composição 1 2 3
NAF-IGT-FDIPA 97 168 106

NAF-TFDIPA 105 101 279
NAF-DIRECT 329 243 361

NAF-SA 92422 92467 91369
NAF-GLOBAL 3938 10337 3705

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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Problema 6: (metano (1)/ etano (2) / propano (3)/ n-butano (4)/ n-pentano (5)/ n-hexano (6)/
C7-16 (7)/ C17+ (8)) Esse sistema foi estudado originalmente por [18], que utilizou a equação
de estado PR para modelar o problema, com T = 353,0K e P = 385,0bar. Os parâmetros da
equação PR são apresentados em [26].

Foi considerada uma única composição, próxima da região dos pontos crı́ticos da mis-
tura, dada por z = (0,6883;0,0914; 0,0460;0,0333; 0,0139;0,0152; 0,0896; 0,0222).
O método IGT-FDIPA obteve a solução x∗ = (0,73831;0,09155; 0,04322;0,029702;
0,01191;0,01258;0,063168;0,00957) com φ ∗ = −0,0001643, indicando que a mistura é
instável na composição analisada. Para obter tal solução, definimos como parâmetros de pe-
nalidade iniciais c0 = 10. Foram utilizados N = 20 pontos amostrais dos quais N = 19 são
viáveis.

Na Tabela 14 são apresentados os números de avaliações (NAF) da função φ necessárias para
analisar a estabilidade da mistura 6 utilizando o IGT-FDIPA. Também são apresentados os
números de avaliações da função objetivo (NAF) feitas pelos métodos TFDIPA [11], Projec-
ted Simulated Annealing (PJSA) [6], Tunneling [19], Modified Direct Search Simulated Annea-
ling (MDSA) e Very Fast Simulated Annealing (VFSA) [21], DIRECT [26]. O método TFDIPA
realizou menos avaliações da função objetivo, seguido pelo método IGT-FDIPA.

Tabela 14: Número de avaliações da função objetivo necessárias para analisar a estabilidade do
Sistema 6 utilizando 7 métodos.

Método NAF
IGT-FDIPA 709

TFDIPA 542
PJSA 9601

Tunneling 35871
MDSA 752811
VFSA 363876

DIRECT 43239

5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

No presente trabalho, estudamos o problema da estabilidade de fase de misturas multicompo-
nentes. Tal análise é fundamental em procedimentos da engenharia quı́mica e da indústria do
petróleo, como processos de destilação e extração, e em técnicas avançadas de recuperação de
petróleo, onde é necessário a previsão do número de fases e cálculos de composição.

Aqui, a análise de estabilidade foi formulada como um problema de otimização, onde o objetivo
é determinar os minimizadores da função Distância do Plano Tangente de Gibbs. Para calcular
os minimizadores, utilizamos a Inicialização Global Topográfica (IGT) para selecionar pontos

Trends Comput. Appl. Math., 26 (2025), e01788
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iniciais adequados para o Algoritmo de Direções Viáveis e Pontos Interiores (FDIPA), empregado
na etapa de busca local.

Experimentos computacionais foram realizados usando seis sistemas termodinâmicos previa-
mente estudados na literatura, com diferentes composições. Foram também comparados os
números de avaliações da função de mérito necessários para solucionar cada teste, utilizando
diferentes métodos. Os resultados obtidos mostram que o IGT-FDIPA é uma ferramenta eficiente
no estudo da estabilidade de sistemas termodinâmicos.

ABSTRACT. Solving the problem of phase stability analysis is fundamental for the study
of phase equilibrium in chemical engineering processes where it is necessary to predict the
number of phases and calculate their compositions. In practice, to determine the stability of
a multicomponent mixture, a constrained nonlinear optimization problem must be solved.
In this work, we study the stability of the multicomponent thermodynamic systems. To
solve the optimization problem, we employ the Topographical Global Initialization method
to select good starting points for a feasible direction interior-point method, which was used
in local search. The results indicate that the present methodology is a promising strategy for
evaluating the stability of mixtures.

Keywords: FDIPA, Phase stability analysis, Topographical Initialization.
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