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RESUMO. Devido ao crescente desenvolvimento tecnológico e às consequentes aplicações industriais,
novos métodos para o projeto de controle e Aprendizado por Reforço tem sido desenvolvidas, não apenas
para resolver novos problemas de controle, mas também para melhorar o desempenho de controladores
já implementados em sistemas do mundo real. As abordagens de Aprendizagem por Reforço e Regulador
Quadrático Linear Discreto são conectadas por métodos de Programação Dinâmica Adaptativa. Esses pa-
radigmas são orientados para o projeto de controladores ótimos em sistemas multivariáveis. Para o caso do
Regulador Quadrático Linear Discreto, AD-HDP, Aprendizado por Reforço, Polı́tica de Iteração e Valor de
Iteração, um método e um algoritmo são desenvolvidos e implementados para projeto de controle online.
Com base na seleção das matrizes de ponderação Q e R, também é apresentado um método para ajustar
controladores reguladores lineares quadráticos discretos. Este método fornece diretrizes para a construção
de heurı́sticas para a seleção de matrizes de ponderação, aspectos de convergência relacionados às variações
das matrizes de ponderação são investigados. Para um sistema dinâmico multivariável de terceira ordem,
o algoritmo proposto e a heurı́stica de ajuste são avaliados pela capacidade de estabelecer a polı́tica de
controle ótima.

Palavras-chave: programação dinâmica, controle ótimo, Q-Function, AD-HDP, sistemas multivariáveis,
convergência, DLQR.

1 DESCRIÇÃO E FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

As matrizes de ponderação do ı́ndice de desempenho são escolhidas pela caracterı́stica de con-
trole. A dificuldade de escolha se deve ao fato de não existir um método sistemático para tal
seleção, sendo normalmente adotada a forma diagonal para essas matrizes e tendo sua escolha
realizada por meio de várias simulações, tentativa e erro. Os valores selecionados para as matrizes
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2 SINTONIA QR DO REGULADOR LINEAR QUADRÁTICO, DLQR E PROGRAMAÇÃO DINÂMICA APROXIMADA

de ponderação, devem satisfazer os critérios estabelecidos pelo projetista, que por consequência,
influenciam na determinação do ganho do controlador.

1.1 Seleção das matrizes de ponderações QR do ı́ndice de desempenho

Algumas metodologias podem ser citadas. No trabalho [18], as técnicas disponı́veis para seleção
destas matrizes, são divididas em quatro metodologias: métodos heurı́sticos, controle ótimo mo-
dal, método do lugar das raı́zes ótimo assintótico e método da ponderação dinâmica. Em [38] um
novo algoritmo de ADP é desenvolvido para resolver problemas de controle ótimo para sistemas
não lineares de tempo discreto de horizonte infinito.

A primeira técnica projetada para seleção das matrizes de ponderação do custo funcional fo-
ram as heurı́sticas. O método dos mı́nimos quadrados é, ainda, usado como um primeiro teste
exploratório por diversos projetistas como metodologia de projeto de controle ótimo [5].

Para tal, aplica-se o Método de Bryson. A ideia básica é normalizar as contribuições que as
saı́das e o termo de controle devem ter dentro da função de ı́ndice de desempenho quadrático. Esta
normalização é realizada utilizando o máximo valor de desvio das saı́das e controles individuais
[18].

1.2 O Método de Sintonia Heurı́stica QR

Os autovalores são utilizados para verificar se a especificações de projeto estão sendo contem-
pladas durante a operação do sistema. Estabelece-se uma relação entre as figuras de mérito do
sistema dinâmico em função das matrizes de ponderação. A nova lei de controle em função das
matrizes de ponderação são dadas por

uk(QR) =−KQRxk, (1.1)

sendo KQR o ganho do controlador que depende diretamente da seleção das matrizes de
ponderação.

O método de Sintonia Heurı́stica QR (MSH-QR) [10] se baseia nas relações entre as matrizes Q
e R quando a recorrência de Riccati que é dada por

P = Q+AT
d PA−AT

d PBdKric, (1.2)

então, substituindo a Equação (1.2) na equação do ganho a seguir

Kric = (R+BT
d PBd)

−1BT
d PAd , (1.3)

tem-se que o ganho ótimo da Equação (1.3) é determinado por

Kric = (R+BT
d PBd)

−1BT
d (Q+AT

d PAd−AT
d PBdKric)Ad . (1.4)

Com a Equação (1.3) no intuito de explicitar as relações para Q e R chega-se a

Kric(Q,R) =
{[
(R+BT

d PBd)
−1BT

d (Q+AT
d PAd)

]
−
[
(R+BT

d PBd)
−1BT

d (A
T
d PBdKric)

]}
Ad .

(1.5)

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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A forma explı́cita final é dada por

Kric(Q,R) = K f 1(QR)+K f 2(R), (1.6)

sendo

K f 1(Q,R) = (R+BT
d PBd)

−1BT
d (Q+AT

d PAd)Ad .

K f 2(R) = −(R+BT
d PBd)

−1BT
d (A

T
d PBdKric)Ad .

Considerando as situações R>>BT
d PBd e Q>>AT

d PAd em que as formas quadráticas da entrada
e do estado são bem menores que as ponderações Q e R, tem-se que

K f 1(Q,R) ≈
[
R−1BT

d Q
]

Ad (1.7)

K f 2(R) ≈ −
[
R−1BT

d AT
d PBdR−1BT

d PAd
]

Ad . (1.8)

Observa-se que, se R >> 0 para o caso de matrizes diagonais, tem-se que f2(QR) ≈ 0. A
demonstração mais detalhada do cálculo dos ganhos pode ser vista em [10].

2 AD-HDP PARA PROJETO ON-LINE DO REGULADOR LINEAR QUADRÁTICO

2.1 Fundamento do Controle ótimo para tempo discreto

A maioria dos estudos em ADP tem sido realizada para sistemas que operam em tempo discreto.
Dessa forma, considere o seguinte sistema discreto

xk+1 = f (xk)+g(xk)uk. (2.1)

Partindo-se da Equação (2.1), defini-se uma função de custo, para horizonte infinito, como

Vh(xk) =
∞

∑
i=k

γ
i−kr(xi,ui) =

∞

∑
i=0

γ
ir(xk+i,uk+i). (2.2)

A DP como solução do controle ótimo, é um procedimento de retrocesso no tempo (backwards-
in-time), sendo utilizado para planejamento offline, por isso tem-se que

Vh(xk) = r(xk,uk)+ γVh(xk+1), Vh(0) = 0. (2.3)

Com 0 < γ ≤ 1 um fator de desconto e uk = h(xk), sendo polı́tica de controle de realimentação.
A Função r(xk,uk) é conhecida como fator de utilidade (ou reforço em AR), sendo a medida de
um passo da função de custo. Ela pode ser selecionada baseada em algumas considerações como
energia mı́nima, risco mı́nimo, etc. Uma forma padrão utilizada na área de controle é a função
quadrática r(xk,uk) = xT

k Qxk +uT
k Ruk.

Assume-se que um sistema é estabilizável em um conjunto Ω ∈ Rn, se existir uma polı́tica de
controle uk = h(xk) em que o sistema da Equação (2.1) em malha fechada seja assintoticamente

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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estável em Ω. A polı́tica de controle uk = h(xk) é dita admissı́vel se garante estabilidade e produz
um custo finito Vh(xk) [26].

O objetivo do controle ótimo é selecionar a polı́tica que minimiza

V ∗(xk) = min
h(.)

(
∞

∑
i=k

γ
i−kr(xi,h(xi))) (2.4)

A polı́tica ótima de controle é dada por

u∗k = h∗(xk) = argmin
h(.)

(
∞

∑
i=k

γ
i−kr(xi,h(xi))) (2.5)

Percebe-se que no campo da inteligência computacional, a Equação (2.2) é interpretada como
reforço e seu objetivo é maximizá-la. A maneira de como o valor de custo é encontrado é a
principal diferença entre controle com realimentação e Aprendizagem por Reforço.

A Equação (2.3) de Bellman, leva a dois métodos iterativos (Polı́tica de Iteração - PI e Valor
de Iteração - VI) para aprender a solução do controle ótimo sem ter que resolver a equação de
Hamilton-Jacobi-Bellman.

2.2 ADP- Temporal Diferencial (TD) e Aproximação da Função Valor

O conceito chave para a implementação de controladores ótimos online em avanço no tempo é a
diferença temporal do erro, que é definido em termos da equação de Bellman, seja

ek = H(xk,h(xk),∆Vk) = r(xk,h(xk))+ γVh(xk+1)−Vh(xk). (2.6)

Percebe-se que o lado direito nada mais é que o Hamiltoniano. A função ek é conhecida como TD
do erro. A intenção é levar a solução do Hamiltoniano de tal forma que ek = 0 a cada intervalo k
para função valor Vh(·), logo temos que

0 = H(xk,h(xk),∆Vk) = r(xk,h(xk))+ γVh(xk+1)−Vh(xk). (2.7)

A Equação (2.7) é um elemento importante na resolução online da equação não linear de Lya-
punov utilizando-se somente dados medidos ao longo da trajetória do sistema. Para sistemas não
lineares, TD é de difı́cil solução.

Uma Aproximação da Função Valor (Value Function Approximation - VFA) para o caso do
DLQR pode ser considerado. Sabe-se que uk = −Kxk é quadrática nos estados, ou seja, vale
para alguma matriz P. Tem-se para o DLQR o TD de erro da seguinte forma

ek = xT
k Qxk +uT

k Ruk + γ(xT
k+1Pxk+1)− xT

k Pxk. (2.8)

Para simplificar-se a Equação (2.8), utiliza-se o produto de Kronecker para chegar a

VK(xk) = xT
k Pxk = vec(xT

k Pxk) = (xk⊗ xk)(vec(P))T ≡ p̄T x̄k, (2.9)

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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sendo ⊗ o produto de Kronecker [9] e vec(P) o vetor formado pelos elementos da matriz P em
um vetor coluna.

O erro TD, passa ser visto da seguinte forma

ek = xT
k Qxk +uT

k Ruk + γ(p̄T x̄k+1)− p̄T x̄k

ek = r(xk,uk)+ γ(p̄T x̄k+1)− p̄T x̄k.
(2.10)

Para o DLQR, um conjunto base completo para Função Valor Vh(xk) é fornecida pela função
quadrática dos componentes de xk.

2.3 ADP-AR online para controle ótimo

Uma aproximação da função valor Vh(x) do DLQR pode ser dada por

Vh(x) =W T
Vh

φ(x)+ εL(x), (2.11)

sendo W T
Vh

função de ponderação da matriz de entrada, φ(x) é a matriz de regressores e εL(x) é o
TD do erro.

Tendo como vetor base φ(x) =
[

ϕ1(x) ϕ2(x) . . . ϕL(x)
]

: Rn→ RL e εL(x) converge para
zero à medida que L→ ∞.

Assumindo-se agora, a aproximação da forma a seguir

Vh(x) =W T
Vh

φ(x). (2.12)

Substituindo-se a aproximação da Equação (2.12) na Equação (2.6) chega-se em

ek = r(xk,uk)+ γW T
Vh

φ(xk+1)−W T
Vh

φ(xk). (2.13)

Procedimentos iterativos para resolver a equação TD podem ser utilizados, incluindo a Polı́tica
de Iteração e Valor de iteração [6], [8] e [39].

2.4 Algoritmo AD-HDP para o DLQR

O princı́pio da otimalidade de Bellman é formulado usando o conceito de Função-Q (Q-function)
[8] e [39].

A equação de Bellman nos permite calcular o valor usando qualquer polı́tica de controle ad-
missı́vel. Entretanto, pode-se definir a Função-Q associada com a polı́tica u = h(x) da seguinte
forma

Qh(xk,uk) = r(xk,uk)+ γVh(xk+1). (2.14)

Percebe-se que a Função-Q, fica em função do estado xk e do controle uk no tempo k. A Função-Q
ótima é dada por

Q∗(xk,uk) = r(xk,uk)+ γV ∗(xk+1). (2.15)

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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Em termos de Q∗, pode-se escrever a equação de otimalidade de Bellman por

V ∗(xk) = min
uk

(Q∗(xk,uk)) (2.16)

e o controle ótimo da forma
h∗(xk) = argmin

uk
(Q∗(xk,uk)). (2.17)

O valor mı́nimo então pode ser obtido pela Equação (2.14), logo

∂Q∗(xk,uk)

∂uk
= 0. (2.18)

Para determinar a equação de ponto fixo para a Função-Q, tem-se

Qh(xk,h(xk)) =Vh(xk), (2.19)

então, a ”equação de Bellman” para o Q é dada por

Qh(xk,uk) = r(xk,uk)+ γQh(xk+1,h(xk+1)) (2.20)

e o valor Q ótimo é
Q∗(xk,uk) = r(xk,uk)+ γQ∗(xk+1,h∗(xk+1)). (2.21)

A Equação (2.20) é a equação de ponto fixo ou “Equação de Bellman” para a Função-Q. A partir
dela pode-se aplicar qualquer técnica de AR para solução, incluindo PI e VI [6].

2.5 Caracterização da configuração Função-Q para o DLQR

A partir da formulação já proposta usando Função-Q, agora leva-se a uma aplicação para o caso
do DLQR. Partindo-se da Equação (2.14) tem-se

QK(xk,uk) = xT
k Qxk +uT

k Ruk + γ[xT
k+1Pxk+1] =

[
xk

uk

]T

H

[
xk

uk

]
, (2.22)

sendo P a solução da equação de Lyapunov para um determinado ganho de controle K e uma
matriz H associada a solução de Lyapunov. Desenvolvendo-se a Equação (2.22) chega-se em

QK(xk,uk) =

[
xk

uk

]T [
Q+ γAT

d PAd γAT
d PBd

γBT
d PAd R+ γBT

d PBd

][
xk

uk

]
. (2.23)

A Equação (2.23) é a Função-Q, quadrática em (xk,uk), para o DLQR. A matriz H então é dada
por

H =

[
Q+ γAT

d PAd γAT
d PBd

γBT
d PAd R+ γBT

d PBd

]
. (2.24)

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686



i
i

“1686” — 2024/11/19 — 11:20 — page 7 — #7 i
i

i
i

i
i

M. CERQUEIRA, L. LOPES e J. V. FONSECA 7

Com a Equação (2.21), para o caso do DLQR, pode-se obter[
xk

uk

]T

H

[
xk

uk

]
= r(xk,uk)+ γQ∗(xk+1,uk+1)

= xT
k Qxk +uT

k Ruk + γ

[
xk+1

uk+1

]T

H

[
xk+1

uk+1

]
. (2.25)

Atribuindo-se h(xk) = uk =−Kxk e desenvolvendo a Equação (2.25) então H pode ser escrito da
seguinte forma [17][

Hxx Hxu

Hux Huu

]
= G+ γ

[
Ad Bd

−KAd −KBd

]T

H

[
Ad Bd

−KAd −KBd

]

= G+ γ

[
AT

d
BT

d

][
I −KT

]
H

[
I
−K

][
Ad Bd

]
.

(2.26)

A Função-Q ótima é igual a Função Valor V ∗(xk), quando a polı́tica uk é ótima, logo

V ∗(xk) = min
uk

Q∗(xk,uk)

=
[

xT
k uT

k

]
H
[

xT
k uT

k

]T
. (2.27)

Para se minimizar em função de uk, aplica-se a Equação (2.18) e obtém-se

0 = Huxxk +Huuuk

uk = (Huu)
−1Huxxk. (2.28)

Como uk =−Kxk, chega-se em
K = (Huu)

−1Hux. (2.29)

A Equação (2.23) pode ser utilizada para se obter o ganho da Equação (2.29) em função da matriz
P. Nota-se que o ganho K do controlador fica dependente somente da matriz H, não necessitando
do conhecimento das matrizes Ad e Bd .

2.6 Formulação online do algoritmo ADP-ADHDP-DLQR

O algoritmo Q-Learning tem sido aplicado para resolver o problema do DLQR [23]. No Q-
Learning, uma estrutura paramétrica é usada para aproximar a Função-Q da polı́tica de controle
atual [2].

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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Seja a seguinte equação ajustada de Bellman para o DLQR

Q j+1(xk,uk) = xT
k Qxk +uT

k Ruk +min
uk

γQ j(xk+1,uk+1)

= xT
k Qxk +uT

k Ruk +Vj(xk+1)

= xT
k Qxk +uT

k Ruk + γVj(Adxk +Bduk). (2.30)

No Q-Learning, inicia-se com uma Função-Q inicial Q0(x,u) ≥ 0 não necessariamente ótima e
depois encontra-se Q1(x,u) resolvendo-se a Equação (2.30) com i = 0 [2]. Consequentemente
tem-se que

min
uk

Q j+1(xk,uk) = min
uk

[
xT

k uT
k

]
H j+1

[
xT

k uT
k

]T
. (2.31)

De acordo com a Equação (2.29), a polı́tica de atualização de realimentação é dada por

K j = (H j
uu)
−1H j

ux, (2.32)

sendo
h j(xk) =−K jxk. (2.33)

Este é o método de polı́tica de iteração gulosa (greedy) que é baseado na Função-Q [2], então

min
uk

Q j+1(xk,uk) = Vj+1(xk)

= min
uk

{
xT

k Qxk +uT
k Ruk + γVj(Adxk +Bduk)

}
. (2.34)

Para obter-se a solução em avanço no tempo, deve-se substituir a Equação (2.33) na Equação
(2.30), obtendo-se a seguinte relação de recorrência

Q j+1(xk,u j(xk)) = xT
k Qxk +hT

j (xk)Rh j(xk)

+ γ

[
xT

k+1 hT
j (xk+1)

]
H j

[
xT

k+1 hT
j (xk+1)

]T
(2.35)

O objetivo é resolver Q j+1 para j = 0,1,2, .... Quando i→ ∞, então tem-se Q j+1(xk,u j(xk))→
Q∗(xk,uk), implica que H j→ H e K j→ K.

Em um sistema realimentado, na aproximação usando AD-HDP, a Função-Q é geralmente
difı́cil de se obter. Entretanto, uma estrutura paramétrica pode ser utilizada para se aproxi-
mar Q j(x,u) [2]. Similarmente, uma estrutura paramétrica é utilizada para aproximar a ação
de controle û j(x,K) [3], então

ĥ j(x) =−K jx (2.36)

Q̂(z̄, H̄ j) = zT H jz = H̄T
j z̄k, (2.37)

sendo z =
[

xT uT
]T

z ∈ Rn+m=q, z̄ = (z2
1, ...,z1zq,z2

2,z2z3, ...,zq−1zq,z2
q) é o vetor base poli-

nomial do produto de Kronecker, e H̄ = vec(H) com vec(·) sendo o vetor função que atua sobre

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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a matriz q× q e dá como saı́da o vetor coluna q(q+1)
2 × 1. A saı́da de vec(·) é construı́da com o

empilhamento das colunas da matriz quadrada em um único vetor coluna com os elementos fora
da diagonal somados como Hi j +H ji. As estruturas paramétricas (2.36) e (2.37) fornecem uma
representação da Equação (2.35).

A aproximação da Equação (2.35), utilizando-se as estruturas paramétricas propostas é dada por

d(zk(xk),H j) = xT
k Qxk + ĥT

j (xk)Rĥ j(xk)+ γQ j(xk+1, ĥ j(xk+1)), (2.38)

que é a função de objetivo a ser alcançada a partir da estimação de Q̂(z, H̄ j+1) por LS para se
encontrar H̄ j+1, logo

H̄T
j+1z̄(xk) = d(z̄(xk), H̄ j). (2.39)

O parâmetro H̄ j+1 é encontrado pela minimização do erro entre as Equações (2.37) e (2.38)
através do LS em um dado conjunto compacto Ω, assim

H̄ j+1 = arg min
H̄ j+1


∫
Ω

∣∣H̄T
j+1z̄(xk)−d(z̄(xk), H̄ j)

∣∣2 dxk

 . (2.40)

Resolvendo-se o problema do LS, obtém-se

H̄ j+1 =

∫
Ω

z̄(xk)z̄(xk)
T dz

−1 ∫
Ω

z̄(xk)d(z̄(xk),H̄ j)dx, (2.41)

entretanto sabe-se que z(xk) é dado por

z(xk) =
[

xT
k (ĥ j(xk))

]T
(2.42)

=
[

xT
k (−K jxk)

]T
(2.43)

=

(
xT

k

[
I −KT

j

]T
)T

, (2.44)

com da Equação (2.44) pode-se notar a dependência linear de xk em ĥ j, portanto, tem-se que∫
Ω

z̄(xk)z̄(xk)
T dxk, (2.45)

não possui inversa isso torna o problema sem solução por LS. Para contornar este problema
adiciona-se um ruı́do branco a entrada, então,

ĥe j(xk) =−K jxk +nk, (2.46)

sendo n(0,σ) com variância σ2, portanto z(xk) torna-se

z(xk) =

[
xk

ĥe j(xk)

]
=

[
xk

−K jxk +nk

]
=

[
xk

−K jxk

]
+

[
0
nk

]
. (2.47)

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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Modificando-se a Equação (2.38) tem-se

d(zk(xk),H j) = xT
k Qxk + ĥe j(xk)

T Rĥe j(xk)+ γQ j(xk+1, ĥ j(xk+1)), (2.48)

e a inversa da matriz dada por
H̄ j+1 = (ZZT )−1ZY (2.49)

é garantida pela condição de excitação. Então tem-se

d(zk(xk),H j) = xT
k Qxk + ĥe j(xk)

T Rĥe j(xk) (2.50)

+ γ

[
xT

k+1 (−K jxk+1)
T

]
H j

[
xT

k+1 (−K jxk+1)
T

]T
,

sendo
xk+1 = Adxk +Bd ĥe j(xk). (2.51)

A solução por LS, Equação (2.49), pode ser resolvida em tempo real através de medições su-
ficientes geradas por d(zk,H j) na Equação (2.48). Necessita-se do conhecimento dos estados
xk, xk+1, da função de reforço r(zk) = xT

k Qxk + ĥe j(xk)
T R, ĥe j(xk) e Q j. Portando, o algoritmo

Q-Learning, não necessita do modelo do sistema para atualização do Crı́tico ou da Ação de
Controle, sendo assim, um modelo de ajuste livre (Model-Free Tunning) [2].

Para satisfazer a condição de excitação do problema de LS, precisa-se ter o número de medições
N ≥ q(q+1)/

2 , sendo q = n+m o número de estados e da polı́tica de controle, respectivamente.
Na implementação online do LS, as matrizes Y e Z são obtidas em tempo real como

Z =
[

z̄(xk−N−1) z̄(xk−N−2) ... z̄(xk−1)
]

Y =
[

d(z̄(xk−N−1), H̄ j) d(z̄(xk−N−2), H̄ j) ... d(z̄(xk−1) , H̄ j)
]T

.
(2.52)

No desenvolvimento do algoritmo AD-HDP, o parâmetro da ação de controle é atualizado de
acordo com a Equação (2.32). A seguir é apresentado o Algoritmo 1 conforme foi formulado nas
seções anteriores.

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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Algoritmo 1 ADP – AD-HDP – DLQR

1 � Inicialização
2 H̄0 = vec(H0)≥ 0; P0 ≥ 0; x0← [ ]; j = 0;K0 = 0
3 Ponderações e Sistema Dinâmico
4 [Q,R,Ad ,Bd ]

5 Selecionar o Fator de Desconto:
6 0 < γ ≤ 1
7 � Número de Medições
8 N ≥ q(q+1)/

2 , sendo q = n+m
9 � Processo Iterativo

10 for j→ j+1
11 do
12 � Implementação do Ruı́do Branco
13 n j← [ ]

14 � Ação de Controle
15 ĥe j(x j) =−K jx j +n j

16 � Sistema Dinâmico
17 x j+1 = Adx j +Bd ĥe j(x j)

18 � Resolução através do LS Batelada:

19 Z =
[

z̄(xk−N−1) z̄(xk−N−2) ... z̄(xk−1)
]

20 Y =
[

d(z̄(xk−N−1), H̄ j) d(z̄(xk−N−2), H̄ j) ... d(z̄(xk−1) , H̄ j)
]T

21 if j == N
22 then
23 � Montagem da Matriz H
24 H̄ j+1 = (ZZT )−1ZY
25 H j+1 = f (H̄ j+1)

26 � Ganho Ótimo de Realimentação K
27 K j+1 = (H j+1

uu )−1H j+1
ux

28 if
∥∥H̄ j+1− H̄ j

∥∥
F < ε

29 then
30 Fim do Processo Iterativo

2.7 Influência do ruı́do de controle e fator de desconto

Para analisar a influência do ruı́do na entrada de controle, considera-se a Equação (2.3) de Bell-
man, com a entrada de controle dada por ĥe(xk) = uk + nk, sendo nk o ruı́do branco adicio-
nado [24] e [27]. Seja o valor ótimo dado por Vhe(xk) = Vk(xk) = xT

k Pxk para uma matriz P

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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Hermitiana ou real simétrica definida positiva para todos os estados xk e realizando todos os
desdobramentos algébricos chega-se em

Vhe(xk) =
∞

∑
i=0

γ
i(xT

k+iQxk+i +nT
k+iRnk+i). (2.53)

Portanto, observa-se claramente que a escolha do fator de desconto γ , além de exercer esta forte
influência na convergência do algoritmo, o ruı́do nk adicionado na ação de controle do algoritmo
AD-HDP, pode ser minimizado pela escolha do fator de desconto γ .

3 AVALIAÇÃO DO ALGORITMO AD-HDP

A avaliação do desempenho dos algoritmos propostos no decorrer deste trabalho, são realizados
por meio de procedimentos que metrificam tempo e exatidão para obtenção da polı́tica ótima de
controle. Neste capı́tulo mostra-se o modelo do sistema dinâmico utilizado, as metodologia de
convergência das matrizes de ponderação Q e R e as análises dos resultados obtidos por meio
computacional utilizando-se como plataforma o MATLAB®.

O sistema de avião F-16, extraı́do do livro [25] é utilizado como sistema base para avaliação do
projeto de controlador ótimo abordado. O modelo contı́nuo é dado por

ẋ(t) =

 −1.10188 0.90528 −0.00212
4.0639 −0.7013 −0.16919

0 0 −10

x(t)+

 0 0
0 10
10 0

u(t) (3.1)

Os estados são x =
[

α q δe

]T
, sendo α o ângulo de ataque, q a taxa de pitch e δe ângulo

de deflexão elevador.

A discretização do modelo é obtida pelo método padrão do segurador de ordem zero (zero order
hold - zoh) com intervalo de amostra de 0,1s. O modelo discreto fica definido por

xk+1 =

 0.9124 0.0829 −0.0007
0.3724 0.9428 −0.0103

0 0 0.3679

xk +

 −0.0003 0.0427
−0.0061 0.9682
0.6321 0

uk, (3.2)

sendo que o modelo da Equação (3.2) será utilizado para o projeto do controlador ótimo.

3.1 Convergência QR e Resultados de AD-HDP para o DLQR

Aspectos de estabilidade na implementação de uma ADP num sistema realimentado tem sido
estudado durante os anos [4] [15] [35] [41] [34]. A análise de convergência QR consiste na
avaliação dos autovalores das matrizes Q e R e suas relações com a alocação de autovalores de
sistemas MIMO no plano Z por meio dos controladores ótimos. Os resultados são apresentados
na forma de tabela seguindo uma heurı́stica que é estabelecida a partir das Equações (1.7) e
(1.8) [10]. O processo iterativo para variações sistemáticas nas matrizes Q e R da função de custo

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686
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seguem um padrão de crescimento da matriz Q, enquanto que a matriz R é uma matriz identidade
durante todo o processo de solução.

Serão analisados os resultados obtidos por AD-HDP, para o algoritmo 01, AD-HDP para o
DLQR, do sistema MIMO de terceira ordem. Análises sobre os aspectos de convergência do
algoritmo em relação ao número de iterações e a relação dos valores das matrizes Q e R com
alocação de autovalores no plano Z serão feitas.

Na implementação online do algoritmo AD-HDP para sistemas MIMO o algoritmo (Q-Learning)
é utilizado para controle online do avião F-16 em avanço no tempo.

No projeto de AD-HDP, os estados do avião são inicializados com x0 = [ 7 5 −2 ]. Qualquer
valor pode ser selecionado. As matrizes de ponderação, Q e R são inicializadas como identidade
com suas respectivas dimensões. É selecionado o fator de desconto, γ = 1. Os parâmetros do
crı́tico e do ator são inicializados com zero. Após esta etapa de inicialização, a dinâmica do
avião é executada em avanço no tempo e o ajuste das estruturas parâmetros é realizada por meio
da observação dos estados online.

Na Figura 1, tem-se os estados e as entradas de controle em relação ao tempo.
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Figura 1: Trajetória dos Estados e Ação de Controle por HDP.

Para manter a condição de excitação, utilizou-se a injeção de um ruı́do no controle, que pode ser
visto na Figura 2. Assim, tem-se a condição de excitação persistente necessária para convergência
do LS se evitando desvio de parâmetros. O ruı́do de controle está associado a convergência de P
como demonstrado anteriormente.
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A matriz H j da Equação (2.25), é encontrada de forma online através do algoritmo proposto e é
dada por

HAD−HDP =


6.2200 1.6388 −0.0202 −0.0153 1.4620
1.6388 2.5934 −0.0197 −0.0144 1.5876
−0.0202 −0.0197 1.1496 0.2568 −0.0197
−0.0153 −0.0144 0.2568 1.4411 −0.0143
1.4620 1.5876 −0.0197 −0.0143 2.5901

 . (3.3)
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Figura 2: Ruı́do de controle nk.

Com os valores de H j pode-se encontrar os parâmetros de Pj. Neste caso, por se trabalhar também
com a ação u, 15 leituras foram necessárias para ajustar o crı́tico a cada atualização para resolver
cada H j. O crı́tico leva 599 intervalos de tempo para convergir para H e consequentemente para
P. Nas Figuras 3 e 4 são mostradas a convergência da ação de controle e a localização dos
autovalores.

A fim de verificar a independência da ação de controle em relação a matriz Ad , na iteração 300,
modificou-se os elementos Ad(1,1) =−0.5 e Ad(3,2) =−1. Nas Figuras 5 e 6 são mostradas a
convergência da ação de controle e a localização dos autovalores.

Trends Comput. Appl. Math., 25 (2024), e01686



i
i

“1686” — 2024/11/19 — 11:20 — page 15 — #15 i
i

i
i

i
i

M. CERQUEIRA, L. LOPES e J. V. FONSECA 15

0 100 200 300 400 500 600
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

Tempo (k)

P
o
lí
ti
c
a
 d

e
 c

o
n
tr

o
le

 K
ii

 

 

K
ADHDP11

K
ADHDP12

K
ADHDP13

0 100 200 300 400 500 600
−0.5

0

0.5

1

Tempo (k)

P
o
lí
ti
c
a
 d

e
 c

o
n
tr

o
le

 K
ij=

K
ji

 

 

K
ADHDP21

K
ADHDP22

K
ADHDP23

Figura 3: Convergência da polı́tica ótima K
por AD-HDP.
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Figura 4: Autovalores σ a cada iteração por
AD-HDP.
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Figura 5: Convergência da polı́tica ótima K
por AD-HDP para modificação em Ad na 300ª
iteração.
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Figura 6: Autovalores σ a cada iteração por
AD-HDP para modificação em Ad na 300ª
iteração.

Para excitar mais o sistema dinâmico, simulou-se uma mudança brusca nos estados na iteração
209. Então, no instante posterior, os estados passaram a ser x210 =

[
4 2 5

]
. As Figuras 7 e

8 retratam o comportamento dos estados e da ação de controle.

Pode-se observar as variações no instante 210 tanto para os estados xk quanto para a ação de
controle uk. Em u210 tem-se uma pequena oscilação, porém não há modificação no ganho K do
controlador e consequentemente não há variação nos autovalores neste instante.

Análise da convergência QR por AD-HDP, é exposta na Tabela 1. Para esta situação seguiu-se a
heurı́stica da escolha de qi = {5,2,1,0,1,−2,−5}.
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Figura 7: Trajetória dos Estados xk por AD-
HDP com mudança no estado x210.
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Figura 8: Ação de Controle uk por AD-HDP
com mudança no estado x210.

Tabela 1: DLQR-ADP-ADHDP e Variações da Matriz Q.

qi ri N Autovalores σ

5 0 584 0.8674, 0.0000 e 0.0000
2 0 824 0.8674, 0.0097 e 0.0090
1 0 779 0.8676, 0.0826 e 0.0721
0 0 599 0.8693, 0.3683 e 0.2553
-1 0 644 0.8808, 0.6584 e 0.3517
-2 0 659 0.9001, 0.7401 e 0.3662
-5 0 674 0.9058, 0.7512 e 0.3679

À medida que varia-se qi seguindo-se a heurı́stica proposta, tem-se uma variação no número de
iterações e na localização dos autovalores no plano Z. Para qi < 0 tem-se um aumento no número
de iterações e os autovalores tendem a se afastar da origem. Quando tem-se 0≤ qi ≤ 2 tem-se um
aumento no número de iterações, porém dois dos autovalores tendem a se aproximar da origem.
Para qi = 5, o número de iterações diminui e os dois autovalores chegam a origem.

4 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, foi apresentado o projeto de controlador ótimo discreto do tipo DLQR utilizando
um método de ADP, neste caso a AD-HDP. A técnica de ADP viabiliza a sintonia da polı́tica de
controle e a resolução do problema da DP online em avanço no tempo, caracterizando-se assim
um controle adaptativo ótimo.

A priori desenvolveu-se o projeto do DLQR por DP. Observou-se que o algoritmo chega a
solução P de Riccati.

Em seguida, foi realizada a implementação online do algoritmo AD-HDP apresentado neste
trabalho em um sistema MIMO de um modelo de um F − 16. Observou-se um número de
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i
i

“1686” — 2024/11/19 — 11:20 — page 17 — #17 i
i

i
i

i
i

M. CERQUEIRA, L. LOPES e J. V. FONSECA 17

iterações elevado para a convergência, isto se deve ao fato da quantidade de pontos coletados
para construção das matrizes dos regressores com três estados e duas entradas de controle. Este é
um problema do método, pois quanto maior o grau do sistema, maior será a matriz de regressores
e maior será o gasto computacional.

Foi observado ainda que no algoritmo AD-HDP online foi adotado a heurı́stica da variação das
matrizes QR, sendo assim, obteve-se convergência para diversos valores de qi, porém nenhum
padrão foi verificado em relação a variação de qi e o número de iterações.

O algoritmo AD-HDP desenvolvido, mostrou-se, dentro de sua limitação, uma solução viável
e aplicável na prática. Foi mostrado ainda, que tendo somente uma pequena informação sobre
os estados do sistema através de sensores e extraı́dos apenas em momentos especı́ficos, pode-se
obter a solução de Riccati online. Consequentemente tem-se um controlador ótimo, discreto e
adaptativo.

ABSTRACT. Due to increasing technological development and the consequent industrial
applications, new methods for control design and Reinforcement Learning have been de-
veloped, not only to solve new control problems, but also to improve the performance of
controllers already implemented in real-world systems. Reinforcement Learning and Dis-
crete Linear Quadratic Regulator approaches are connected by Adaptive Dynamic Program-
ming methods. These paradigms are oriented towards the design of optimal controllers in
multivariable systems. For the case of the Discrete Linear Quadratic Regulator, AD-HDP,
Reinforcement Learning, Iteration Policy and Iteration Value, a method and an algorithm
are developed and implemented for online control design. Based on the selection of the Q
and R weighting matrices , a method to tune Discrete Linear Quadratic Regulator control-
lers is also presented, this method provides guidelines for constructing heuristics for the
selection of weighting matrices, aspects of convergence related to the weighting matrices
variations are investigated. For a third-order multivariable dynamic system, the proposed
algorithm and tuning heuristics are evaluated by the ability to establish the optimal control
policy.

Keywords: dynamic programming, optimal control, Q-Function, AD-HDP, multivariable
systems, convergence, DLQR.
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